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Chapitre 0

Introduction

Ce mémoire comprend trois partis : dans la premiere on introduit les formes
modulaires ordinaires et ’algebre de Hecke ordinaire de Hida, puis on donne
une breve introduction a la théorie de la mesure p-adique et on termine avec
la fonction L p-adique qui interpole les valeurs critiques des fonctions L de la
représentation au carré symétrique d’une famille de formes modulaires ordi-
naires.

Apres des rappels sur les formes modulaires classiques, leur algebre de Hecke
et les fonctions L associées, on introduit les formes modulaires p-adiques et
I’algebre de Hecke correspondante, dans laquelle on peut définir un idempotent
e. On peut donc définir 'espace des formes ordinaires comme le sous-espace
de l'espace de les formes modulaires p-adiques qui n’est pas annulé par e.
On se concentre donc sur l'algebre de Hecke de niveau Np ordinaire £ =
A" (Np), Ok), c’est a dire la sous-algebre de I'algebre de Hecke p-adique ot
e est une unité. On démontre d’abord des théorémes de structure pour £ : c’est
un module libre de rang fini sur 'algébre d’Iwasawa de O Ax = Ok[[X]], son
quotient par les polynémes P. ,(X) =1+ X —e(1+p)(1 + p)k donne presque
toujours ’algebre de Hecke classique de poids k et nebentypus € pour un certain
sous-groupe de congruence et il y a une sous-algebre libre sur A g qui correspond
a les opérateurs qui annulent les formes modulaires p-adique vieilles.

On peut donc associer, par dualité, a chaque composante irréductible Z de
A°74(T'1 (Np), O ) une famille de formes modulaires classiques, qui est paramétrée
par les Qp-points arithmétiques (i.e. qui restreints sur Ax sont P: (X)) de Z.

On définit donc pour tout composante irréductible Z le module de congruences
de Z comme ’annulateur du quotient de la cloture libre de projection de A dans
h ®p, Lx par lalgebre ordinaire, pour Lx le corps des fractions de Ax. Ce
module mesure, avec le changement du poids, & une petit erreur pres, combien
de formes modulaires ordinaires congruentes a les formes associées & Z modulo
I'idéal maximal de 'anneau des entiers p-adiques existent. On donne de condi-
tion afin que l'erreur soit nulle.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit les concepts de mesure p-adique sur
un espace p-adique et on démontre que pour espaces comme Z;, ou I' = 1+ pZ,
les mesures & valeurs dans Ok s’identifient avec Ok[[X]]. Comme il est bien
connu qu’on peut écrire certaines valeurs de la fonction ¢ de Riemann ou des



fonctions L de Dirichlet en fonction de dérivées de fonctions rationnelles, il est
naturel de définir de mesures sur Z* qui, intégrées sur ™, donnent les valeurs
en —m des fonctions qui nous intéressent. En voyant une mesure comme une
série formelle F(T), c’est immédiat de définir une fonction L p-adique (en sub-
stituant (1+p)®—1 a T) qui interpole donc la fonction L classique et analytique
presque partout.

On présente ensuite une interprétation cohomologique des formes modulaires,
qui nous permettra de donner, en mimant la formulation intégrale de la fonction
L d’une forme propre, sous I’hypothese d’ordinarité, une fonction L p-adique qui
interpole la fonction L complexe.

Dans la troisitme partie on veut construire une fonction L p-adique en
deux variable pour la fonction L complexe associé a le carré symétrique de
la représentation automorphe associé a une forme modulaire. Pour faire cela,
on introduit d’abord quelques concepts nouveaux : forme modulaires de poids
demi-entier et quasi-holomorphes, opérateur différentiel de Mass-Shimura, me-
sure arithmétiques, généralise et d’Eisenstein. En particulier, on s’intéresse aux
mesures qui ont valeurs dans les formes modulaires p-adiques de poids demi-
entier.

On prend alors une composante irréductible Z de I’algebre de Hecke ordinaire,
qui est associé a une famille de formes modulaires ordinaires, un élément H de Z
non nul qui annule le module de congruences de Z et une mesure g sur un espace
T. On démontre qu’il existe une famille de mesures ®p sur 7' qui, intégrées sur
une fonction ¢, interpolent le produit de Rankin entre fp et u(¢).

Pour interpoler la fonction L qui nous intéresse, on interpole d’abord une fonc-
tion L imprimitive qui differe de 'autre fonction L seulement par un nombre
fini de facteurs d’Euler. En fait, Shimura a démontré qu’on peut écrire cette
fonction imprimitive comme un produit de Rankin entre fp et un série théta et
donc on applique le théoreme d’abord a une mesure théta adéquate. On termine
en ajoutant les facteurs (p-adiques) qui manquent et en vérifiant que la fonction
L qu'on a obtenu est, souvent, dans H A x Q7.



Chapitre 1

Formes modulaires et
algebres de Hecke

Dans ce chapitre, on donnera des rappels sur les formes modulaires et leurs
algebres de Hecke, puis on introduira les formes modulaires p-adiques et la
projection sur la partie ordinaire.

1.1 Définitions et notations

Soit $ le demi-plan de Poincaré des nombres complexes de partie imagi-

naire positive. On a I'action de GL™(2,R) sur $ donné par v(z) = Z’ZZIZ, avec

v = ( ch Z ) Pour une fonction holomorphe f sur £), une matrice v dans

GL™"(2,R) et un entier k, on pose

(flev)(2) = det(7)"* f(v(2))(cz + d) 7"

Parfois, la puissance de det(y) dans cette formule est k/2 au lieu de k — 1, mais
dans ce chapitre cela sera pour nous la formulation la plus commode. Souvent,
on appelle le facteur (cz 4 d) facteur d’automorphie et on le désigne par j(v, z) ;
on voit tot que j(vy',2) = j(v,7'2)i (7, 2).

Maintenant, on concentre notre attention sur les sous-groupes de SL(2,Z) et on
définit

To(N) = {’ye SL(2,Z) tel que v = ( 3 I ) mod N}

ri(N) = {VEFO( telque7_<(1) 1( )modN}
/10

I'(N) = {yel“l(N ) tel que v = ( 0 1 ) mod N}

On peut voir que T'1(N) est distingué dans T'y(N) (il est le noyau de la pro-
jection sur d) et T'(IV) est distingué dans tous les deux (il est le noyau de la
réduction modulo N du SL(2,7Z)). On dit que A, sous-groupe de SL(2,Z), est
un sous-groupe de congruence s'il existe N tel que A D I'(N). En raison du fait



que I'(N) est le noyau de la reduction modulo N de SL(2,Z), on a que tout les
sous-groupes de congruence sont d’indice fini dans SL(2,Z) et entre eux (c’est-
a~dire que pour A et A’, AN A’ est d’indice fini dans A et A’). Ces groupes
agissent discrétement sur H et on dénote par Y (A) la surface de Riemann quo-
tient correspondante. Cette surface n’est jamais compacte. Donc, on considere
la compactification 6 := HUPH(Q) de §; en définissant I’action de SL(2,Z) sur
P(Q) de la fagon suivante y [ 2 ] = [ Z;;isz
l'identité de Bezout, que P'action est transitive. On appelle X (A) := A\ H la
compactification canonique de Y (A) et les points que I'on a ajouté sont appelés
les cusps (ou points) .

Si, étant donné une fonction f holomorphe sur H, on a f|xy = f pour tout
in T(N), alors on peut écrire f en série de Fourier f(z) = >, a(n/N, f)g"/V,
avec ¢ = €2, On définit My (A), dit 'espace des formes modulaires de poids
k, positif, sur A, comme ’ensemble des fonctions holomorphes sur § tels que

] , on voit immédiatement, avec

fley = f pour tout v € A,

a(n/N, flky) = 0 pour n < 0 et v € SL(2,Z).

La premiere condition demande que f soit invariante sous l'action de A et la
deuxieme que f soit holomorphe & l'infini et & les cusps. On peut poser la
condition équivalente

f est holomorphe a oo et il exits 7 > 0 et C > 0 tels que

la(n, f)] < Cn" pour n > 0.

Si on demande en plus
a(n/N, flgy) = 0 pour n <0 et v € SL(2,Z),

on obtient 'espace de formes cuspidales (ou paraboliques) Sk (A) (les fonctions
holomorphes et nulles & les cusps, invariantes par A).
Pour chaque caractere x d’indice fini de A, on définit

Mi(A, x) = {f € Mg(ker(x)) tel que flry = x(7)f pour tout v € A}

En particulier, si x est un caractere de Dirichlet modulo N, on peut prolonger
x sur T'g(N) en définissant x(7) = x(d) ; le noyau est I'y (IV) et on a le théoreme
suivant

Théoréme 1.1.1. On a une décomposition de C-espaces vectoriels

Mk(rl(N)) = @ Mk(FO(N)7X)a

XEZL/NZ*

Sk(l(N)) = @ Sk(Lo(N), x)-

XEL/NZ*

On définit aussi E(A) = M (A)/Sk(A) et on Pappelle la partie d’Eisenstien
des formes modulaires ; on peut voir que My (A) est la somme directe de E;(A)
et Sk(A). 1l exist des formules qui permettent de calculer la dimension de ces



espaces vectoriels en termes de gendre et des cusps de X (A) [DS05, Theorem
3.5.1, Theorem 3.5.2 et Theorem 3.6.1]. Il est trés facile d’étudier la partie
d’Eisenstein pour SL(2,7Z) ; en définissant, pour k > 2

/ 1
Ey(z)= Y T

(e,d)#(0,0)

11 est tres facile de voir que E,;(z) sont des formes modulaires de poids k£ pour
SL(2,Z) et que, pour k impair, elles sont nulles. Le cas k = 2 est plus subtil
parce que l'on n’a pas de convergence absolue et on définit

/ 1
EQ(Z):Z Z m

CEZ dEL,

ouZ.=7Zsic#0et Z\0sic=0; cette fonction n’est pas invariante sous
Paction de SL(2,Z), mais on peut la modifier un peu pour qu’elle soit invariante.
Mais alors elle n’est plus holomorphe. Ils n’existent pas de formes modulaires
de poids 2 pour SL(2,Z). De toute fagon, pour k > 2, pair, on a

Ei(2) = 2¢(k) +2 (2mi)" ia (n)q"
R (k— 1)1 &= 7k
avec o(n) = X g, d*. En se rappelant que 2((k) = —(2Zf)kBk7 ou By, est le

e L,
k-iéme nombre de Bernoulli, on a que F(z) = (2 Eii’l))k,) E,(z) est rationnel.

De plus, G, = ((1 — k)E}), est a coefficients dans Z pour k = 4,6. On définit
A(z) = (G4/12)%(2) — 27(Gg/216)” et on peut voir que sa expansion A linfini
est A(z) =q[[02, (1— ¢™)**, donc elle est dans Si(SL(2,Z)).

Maintenant, on veut démontrer que les formes modulaires ont une base définie
sur Z. Soit

B [k/12] si k =2 mod 12
r(k) = { [ k/12 ]+1 sinon

Soient a et b les solutions de 4a+6b = k—12(r(k) — 1) (il y a une unique couple
de solutions positives) et on définit, pour ¢ =0,...,r(k) — 1,

hi = GAGET2TITOAT € M, (SL(2, 7).

On observe que h; = ¢'(14+ > -, c¢},g"), donc il sont linéairement indépendant
sur C. Si, pour un sous-anneau A de C, on définit

M (A3 A) ={f € Mp(A) :a(n, f) € AVn},
on a le suivant théoreme [Hid93, Theorem 5.2.1].
Théoreme 1.1.2. On a dimcMy(SL(2,Z)) = rang; My (SL(2,Z);Z) = r(k)
pour chaque k. De plus
M (SL(2,Z); A) = My(SL(2,Z);Z) ®z A
Sk(SL(2,Z); A) = Sk(SL(2,Z);Z) @z A.

La famille {ho, ..., hygy—1} est une base pour My (SL(2,Z); Z) et {h1,. .., hp@)—1}
Uest pour Sk(SL(2,7);7Z).



On peut aussi définir les séries d’Eisenstein pour I'1 (IV) ; soit x un caracteére
primitif modulo N et, pour k > 2

: 1
Ek(za X) = SR —
(C,d)z;égo,O) (x(d)(cNz+d)

On peut calculer son expansion a U'infini [Hid93, Proposition 5.1.1]

Nk [ee]
B30 = 2101 4 2N G0 T S o (e

(

ott L(s,X) = > =0 X(1) gt 1a série de Dirichlet associée & x, la somme de Gauss

de x est G(x) = >0, X(j)ez’”% et opx(n) =2 g, x(d)d*. On appelle E(x) la

, ey —1
normalisation de E, (x) par (2N‘kG(X_1) ((27:’1);,) , qui est donc rationnelle.

Si x n’est pas primitif, on définit également

/ 1 (27T2)k oo §
s = =2 Ok—1* XN
50 (ad)%%o,m (x(c)(cz + d)* (k—1)! ; k-1 % X(n)q

ou op_1 * x est la convolution de Dirichlet entre o _1 et x. De la méme facon,
on peut normaliser G (2, x) en Gi(z, x) de facon telle qu’elle soit rationnelle.

0 -1
PourT—<N 0 ),ona

Ei(z,x)lem = N71G (2, x7Y).

De plus, si k& > 2, ou si x est non trivial, alors G(z,x) (et, si x est primitif,
aussi Ey(z, x)) sont dans My (To(N), x) [Hid93, Proposition 5.1.2].

1.2 Algebres de Hecke

Soient deux sous-groupes de congruences I' et I et une matrice a dans
GL™"(2,Q). D’abord, on définit I'opérateur de double classe [['aI"];. On considere
Fal” = {yay' : v € T, € T'}, ensemble sur lequel I agit par multiplication &
gauche et on décompose I'al” en orbites I'3, 8 = yay'. On peut voir qu’il y a
un nombre fini d’orbites [DS05, Lemma 5.1.1 et 5.1.2], pour lesquelles on choisit
un ensemble de représentants {c; }. On définit donc, pour f dans My (T'),

flCal’]), = Zflkaj

On peut vérifier que f[Cal”]x est dans My (I") et que si f est parabolique, alors
f[TaIl’]x Pest aussi. On a trois cas d’intérét
1. T DI et a est lidentité. Alors f[['al”], = f et cela donne 'inclusion de
M (T) dans M (I).

2. T = ala™t. Alors f[lal']y = f|xa, qui donne Iisomorphisme entre

M (T) et My, (I).



3. T' C IV et « est I'identité. Alors [[al”]; est la trace qui projette My (T)
sur My (IV).

En fait, [[aI”]) est toujours la composition de ces trois opérateurs. Si on appelle
I'*=TnNnalla"!tet ' =a 'TanTI’, alors on a

[Tal'], = [[* al’],[[*al* |, [Cal*].

Maintenant, on va concentrer notre intérét sur I'o(N) et T'1 (V). En raison du fait
que I'1 (N) est distingué dans T'g(N), si on choisit a dans To(N), [['1 (N)al'y (NV)]x
ne dépend que de I'image de a dans Z/NZ" et on peut définir, pour d dans
ZJNZ",
@) © MuTI(N) —  Mp(Ty(V))
f — flrex

si 'image de @ dans Z/NZ" est d. On appelle (d) opérateur diamant. Ensuite,
on définit, pour p premier,

T, + Mp((T(N) — M (T1(N))

roo— (g b )Tk

En définissant 15 comme le prolongement (2 0) du caractére trivial de (Z/NZ)",
on a les formules suivantes pour le développement en série de T}, f [DS05, Pro-

position 5.2.2].
- Si f € My(T'1(N)), alors

a(n, T, f) = a(np, f) + 1x(p)p*'a(n/p, () f).

- Si f e Mg(To(N),x), x caractere mod N, alors T, f € M (To(N), x) et

a(n,T,f) = a(np, f) + x(p)p*"a(n/p, f).

On sait [DS05, Proposition 5.2.4] que les opérateurs (d) et T}, commutent entre
eux. Maintenant on veut définir (n) et T,, pour n quelconque; si (n,N) > 1,
alors (n) est U'opérateur nul et pour les opérateurs diamant on a terminé. On
définit Ty =l et pourn=p", r>1
Tyr = TyTpr—1 — p" 1 (p) Ty

Cette définition parait mystérieuse, mais elle est cohérente avec (et déduite de)
le résultat que l'on a quand on calcule a(n,T,T,) pour p # ¢. On a que pour
différents nombres premiers, T),» et Tys commutent et on peut définir, pour

n=[[p;",
nzﬂgﬁ

On appelle algebre de Hecke Hy(I'1(NV)) la sous-algebre de End(My(I'1(N)))
engendrée par les opérateurs T, et (n). Par la construction qu’on a fait, il est clair
qu’on peut définir de la méme fagon les algebres de Hecke pour My (T'o(N), x).
1l faut faire attention, parce que, pour deux nombres N et N’ différents, I’action
T, sur My (T'1(V)) peut étre différente de I’action sur My(I'1(N')) (si p divise
seulement un nombre parmi N et N').

On peut prouver le lemme suivant [Hid93, Lemma 1 page 141]
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Lemme 1.2.1. L’espace My(T'o(N), x) est de dimension finie sur C.
En définissant, pour un sous-anneau A de C, ayant corps des fractions K,

me(Do(N), x; A) = {f € Mi(To(N),x; K) : a(n, f) € A pour n > 0}
= K+ Mi(To(N),x;A)/K,

la deuxieme égalité est due au fait que les constantes ne sont pas des formes
modulaires de poids positif. On peut donc démontrer le théoreme suivant

Théoréme 1.2.2. On suppose que A contient Z[x]|. On définit

() ¢ m(To(N),x;A) x He(To(N),x; A) — A
(h’ f) — a(la f|h)

qui est un accouplement parfait, donc :

Homa(H(To(N), x; ) = mp(Do(N), x; A),
= Hip(To(N),x; A),

1

Homa (fx(Lo(N), x; )
Homa(Sk(To(N), x

Sk(To(N), x; A),
i (To(N), x; A).

IR

) A)
Homa (my,(To(N), x; 4))
) 4)
( 4))

Maintenant, notre intérét est de chercher des formes qui soient des vecteurs
propres pour les opérateurs de Hecke et de prendre ces formes comme une base de
I’espace des formes modulaires, mais malheureusement cela ne sera pas possible.
Le premier pas en cette direction est d’introduire un produit scalaire hermitien
sur Si(A) appelé le produit de Petersson

(f.9)a = /X o, TG oy

On peut démontrer que ce produit est bien défini : il est invariant par A
et absolument convergent. Il est défini positif. On peut démontrer que les ad-
joints pour T, et (n), (n,N) = 1, par rapport & ce produit hermitien sur
Si(T'1(N)) sont (n)~'T), et (n) " respectivement [DS05, Theorem 5.5.3] et donc
ils commutent avec leur adjoint. Par le théoréme spectral, S, (I'1(IV)) a une base
composée des formes propres pour ces opérateurs et maintenant on voudrait
démontrer qu’ils sont formes propres pour les opérateur pas premiers avec le
niveau, mais comme on a déja dit, il ne sera pas possible.

On voit qu’il y a deux fagons d’envoyer Si(I'1(M)) dans S(T'1 (V) si M divise
N : la premiere est donnée par 'immersion, parce que I'1(N) D T'1 (M) si M di-
vise N, la deuxiéme consiste & envoyer f(z) dans d*~!f| < g (1) > (z) = f(dz)

pour d qui divise N/M. On définit, pour d divisant N,

ig ¢ Sp(Mi(Nd™Y))? —  Sp(T1(Nd))
(f(2),9(2)) = f(2)+g(d2)

Si(T1 (V) Zld (Sk(T1(Nd™ )))
dIN

11



et Si(T'1(N))™" son supplémentaire orthogonal pour le produit de Petersson.
On peut voir que ces deux espaces sont stables sous ’action de I’algebre de Hecke
et donc ils ont une base de vecteurs propres pour les opérateurs en dehors de NV
[DS05, Proposition 5.6.2]. Avec le lemme principal [DS05, Lemma 5.7.1]

Lemme 1.2.3. Si pour f € Sp(I'1(N)), les coefficients a(n, f) sont nuls si
(n,N) =1, alors f =3 fp(pz) avec f, € Sp(T'1(N/p))

Définition 1.2.4. Une forme modulaire f € My(I'1(N)) non nulle qui est une
forme propre pour tous les T,, et (n) est une forme propre (de Hecke). Elle

est normalisée si a(1, f) = 1. Une forme nouvelle est une forme propre et
normalisée dans Si(I'1(N))"".

On démontre que si f est une forme propre pour les opérateurs en dehors
de N et nouvelle, alors elle est une forme propre pour tous les opérateurs de
lalgebre de Hecke. On a les résultats suivants [DS05, Theorem 5.8.2 - 5.8.3
Proposition 5.8.4 - 5.8.5]

Théoréme 1.2.5. Soit f € Si.(T'1(N))"" une forme propre non nulle pour T,
et (n) avec (n,N) = 1. Alors
— f est une forme propre de Hecke et il existe X tel que Af soit une forme
nouvelle,
— si f' satisfait les mémes conditions et a les mémes valeurs propres pour
T,, alors f' = \f.
Les formes nouvelles forment une base orthogonale pour Si,(T'1(N))"", chacune
d’entre elles est dans Sk(To(N), x) et satisfait T, (f) = a(n, f)f pour tout n.

Théoréme 1.2.6. L’ensemble
{f(nz) : f forme nouvelle de niveau M et nM|N}
est une base de Si(T'1(N))

Proposition 1.2.7. Soit g € S(I'1(N)) une forme propre normalisée, alors il
existe f € Sk(L1(M))"" avec M|N tel que a(p, f) = a(p,g) pour tout p fN.

Proposition 1.2.8. Soit f € My(To(N),x), alors f est une forme propre
normalisée si et seulement si

1. a(l,f) =1
2. a(p”, f) = alp, fap"™", f) = x(p)p" " alp"2, f)
3. a(mn, f) = a(m, fa(n, f) si (m,n) =1

Il faut noter que, afin de démontrer ces théoremes, Diamond et Shurman

utilisent le Strong Mulplicity One Theorem [PS79b] pour la représentation au-
tomorphe associe a une forme nouvelle [PS79a).
Si on considere espace Sk (T'1(p)) pour p premier, ou Sg(T'o(NN), x) pour x pri-
mitif, on a que la base pour ces espaces du théoreme 1.2.6 est orthogonale, parce
que il n’y a pas de formes vieilles. On peut aussi prouver que si y est primitif,
on a, pour tout n

Ey|T, = or-_1(n)Ex
Er()ITw = or-1x(n)Ex(x)
Gr()|Tn = ox—1*x(n)Gr(x)

et cela nous donne une base aussi pour My (To(N), x) et My (SL(2,C)).
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1.3 Fonction L et produit de Rankin

Maintenant on va définir des fonctions analytiques qui encodent les infor-
mations arithmétiques des formes modulaires. Pour une forme modulaire de

Mi(T(N)) f=30"pa(n, f)g", on définit

L(S,f)zza(n,f).

nS

n=1

Il n’est pas difficile de voir que
fatye=tdt = (2m) T (s)L(s, f),
t=0
ol le membre & gauche est la transformée de Mellin de f et I'(s) est la fonction
Gamma d’Euler. De plus, on a que cette fonction L est holomorphe pour Re(s) >
k/2+ 1 si f est parabolique et pour Re(s) > k sinon [DS05, Proposition 5.9.1].
Si on définit
v ¢ Se(li(N) - Sk(L'1(N))
;e BNRRRR(C1/(N2)
et N
Sp(T1(M))™ = {f € Sk(T1(N)) : flry = £f}
on a [DS05, Theorem 5.10.2]
Théoréme 1.3.1. Soit f € S,(T1(M))T et An(s) = N/2(2r) =T (s)L(s, f),
alors
AN(S) = ZEAN(]C — S)
et donc L(f,s) a un prolongement analytique sur C
Dans la suite, on essayera de trouver un analogue p-adique de cette fonc-
tion L, en mimant cette formulation intégrale (on utilisera de distributions p-

adiques). La condition que f soit dans ’espace propre associé a +1 est restrictif;
en fait on a toujours pour une forme propre primitive

flrn = W(fyitfe

pour ¢ la conjugaison complexe. Le nombre W (f) est le “root number” de f
et on peut voir dans [Hid93, Theorem 5.5.2] une généralisation du théoreme
précédant. On termine avec le résultat suivant [DS05, Theorem 5.9.2]

Théoréme 1.3.2. Soit f = > ° ja(n, f)g" € My(T1(N)), les affirmations
sutvantes sont équivalentes

— f est une forme propre normalisée

- L(s, f) a une formulation en produit d’Euler

L(s, f) =] (0 = alp, HHp~* + x(p)p" ' 7>)~

p

1

On prend deux formes modulaires f et h sur I’y (N) de poids k et k' et on
définit la fonction zéta du produit de Rankin de f et h

D(s,f,h):zw

13



Théoréme 1.3.3. Soient f et h deux formes propres nouvelles pour I'1(N) avec
caractéres x et =1 de niveau k et k', f parabolique, alors, pour s > k/2+k +1

L(2—k—a+2s)D(s, f,h) =

= H ((1 - aqa;q )1 - O‘qﬂ/ g *)(1— ﬂq y g °)(1— ﬁqﬂl _é))

q

ol o, By (resp. aq,ﬁ/) sont les racines de X2 — a(q, f)X +x " (q)¢" " (resp.

X2—a(q, )X +¢ "1 (q)¢* ). De plus, sik > 2k'+2 alors, pour g = hEj_p (x1) ™

_ N -2 - 1)
(£ 9)rom) (—2m0)"' G((xep) 1) (4m)*

Démonstration. D’apes la proposition 1.2.8, on a

a(q", f) = alq, falg" ", f) = x(@)d" 'alq" %, f)

L(k - kle_1¢_1)D(k - ]-7 f7 h)

et on sait que

n+1 ﬂnJrl /"t gt
™ — T h) = q
@ J) —ald ) =
donc on a
Q(X) Z h) X"
(gt = B (e - g X
z; (0 ﬁq)(oz —B)
! X
(aq - Bq)(afl - ﬁ;)X
1 1 1 1
L —agag X " 1 —agfiX " 1 —BaagX " 1= fBy0,X

1-— aqa’q,é’qﬁ;Xz
(1- aqa;X)(l — aqﬁ(’]X)(l — ﬁqale)(l — ﬁqﬁ(’ZX)

compte tenue de I'égalité aqal, 3,8, = (x¥)"(g)¢"** ~2. On termine en trasfor-
mant la somme en un produit d’Euler (pour s > k/2 4+ k' + 1 on a convergence
absolue) et en remplagant X par ¢—°

Pour la deuxiéme partie, posons | = k — k'

271 B, ()

1
271
(c,d)zgé%o)o) X"/J(d) (CN + Zd)l

R = A ). 1
- 712::1 n! gcd(czN;d)_l ¥ (d)(eN + zd)!

LL,(xp)™) > x T )it

oo \FO (N)
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Oflfoo:{'yEFo(N):'y(oo):oo}:{i((1) T):meZ}.

En considérant les formules suivantes

FO@E) = xTNFRE0n 2R h(y(2) = v (N)R(2)5(y, 2)F
Yy 2dedy) =y 2dady  y(v(2)) = y(2)]i (v, 2)| 72

I
<

on obtient, pour ® domaine fondamental pour I'o(N) et Cp, constant de ratio-
nalisation de F; comme ci-dessus (1.1),

(o) = GLLO)™) [The) 3 )i,

’YEFOO\FO(N)

= QL) [ a0 ey
)

YET oo\ (N

et parce que {z =2+ iy :0 <z < 1,y > 0} est un domaine fondamental pour
', en échangeant 'intégrale avec la somme (si k > 2k’ — 2, on a convergence
absolue) et en développant en série de Fourier, on a

(f.9)

o] - 1 )
C()L(l, (Xw)fl)/ Z a(m’ f)a(n, h)e—QTr(m-i-n)yyk—Q/ eQm(n—m)J;dxdy
0 mn 0

Cott.(x)™) [ 3 ali Flatn ey
n=0

= GoL(l, (xy) IT(k = 1)(4m)* Y aln, fa(n, hyn™ "+
n=1

O

On voudrait maintenant donner une formulation intégrale pour D(s, f, k),
comme on I’a fait pour L(s, f), peut-étre en remplacant y* avec y*, mais il est
claire que cela ne peut pas marcher, parce que on n’aurait plus l'annulation
des facteurs j(7v,z). On définira dans la suite des séries d’Eisenstein en deux
variables, qui seront adéquates pour une formulation intégrale (3.3.4).

1.4 Formes modulaires p-adiques et ordinaires

Maintenant, on veut se concentrer sur les formes modulaires a coefficient
p-adiques, donc on fixe un nombre premier p et une normalisation de la norme
p-adique sur Q (|p|, = p~!) et une complété de la cloture algébrique de Q, (C,).
On regard Q soit dans C que dans C,,. Pour un corps p-adique K, on choisit Ky,
corps des nombres qui est dense dans K par rapport a la topologie p-adique et
on consideére, pour A =T'1(N),['(N)

M (A K) = Mp(A; Ko) @ K

On peut définir ici une norme p-adique | f|, = maz, {|a(n, f)|,} qui est toujours
finie et on peut regarder My (A; K) comme la complété de My(A; Ky), par
rapport a la topologie p-adique, dans K[[g]]. Par conséquence, on a deux fagon
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pour définir My (A; Ok); ou comme les elements de My(A; K) de norme plus
petite ou égal & 1, ou comme les éléments (vue dans K{[q]]) & coefficients dans
Og. Pour chaque j > 0, on définit, pour A = K ou Ok

MI(A;A) = 6%9-A4k(13;f1%(5j05;14)==€i9‘5k05;f9
k=0

k=0
M(A;A) = éMk(A;A% S(A;A) = éSk(A;A)
k=0 k=0

La complété M(A; A) (resp. S(A; A)) est I'espace des formes modulaires (resp.
paraboliques) p-adiques. Pour justifier les résultats suivants, il faut d’abord
que je présente les formes modulaires & la Katz, en suivant [Hid86b], ou Hida
récapitule les articles de Katz [Kat76, Chapters II et VI]. On définit G,,, comme
Spec(Z[z,1]) et un comme le noyau de la multiplication par N dans G, (i.e.
Spec(ﬁ,[f]l ). Pour chaque anneau commutatif A on considére 1’ensemble de tri-
plets (E,w,1) avec

— F une courbe elliptique sur A (schéma abelién de dimension 1).

— w une différentielle non nulle, invariante sur F.

— ¢ une inclusion de py dans E[N] (le noyau de la multiplication par N sur

Un exemple d’un tel triplet est la courbe de Tate (Tate(q), Weans tcan) [KM85,
8.8] ou, pour ‘formules brutales’, [Sil94, Chapter 5, §5]), auquelle on peut penser

comme le quotient de G, /7((4)) Par ¢%, muni du pullback weq, de dz/x sur G,, et
Z[z]

de l'inclusion 4.4y, donnée par le morphisme d’anneau Z[z, %] — —x—7; on veut

donc considérer les courbes elliptiques avec un point d’ordre exact N fixé. Dans
ce contexte, les A-formes modulaires de poids k sur I'; (V) sont les fonctions f
qui & un triplet (E,w, ), défini sur A, sur-anneau de A, associent un élément
f(FE,w,i) dans A’, de sort que

1. f((E,w,1)) dépende seulement de la classe de A’-isomorphisme de (F,w, 1)
2. f soit compatible avec le changement de base
3. Pour toutes a dans (A’)*, on ait f(F,a 'w,i) = a*f(E,w,1)

On appelle ces espaces Ri(I'1(N), A). On a un plongement donné par I’évaluation
de f sur (Tate(q), Wean, tcan)

Ri(I'1(N), A) = A((q))
et on a le principe de g-expansion qui dit que, pour touts sur-anneaux A’
VS Rk(rl(N)aA) g f(Tate(Q)awcanaican) € A((Q)) et f € Rk(rl(N)v A/)

On peut définir aussi deux structures de niveau N, qui considerent pas un point,
mais tout les points de N torsion E[N], qui sont localement libres de rang 2
[KM85, Theorem 2.3.1]. D’abord, on définit ’accouplement suivant

(,) : (un XZ/NZ)x (ux X Z/NZ) — N
((¢;m), (& n)) — (e

et les structures
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i) B:un XZ/NZ = E[N], tel que {,) coincide avec accouplement de Weil ey
(définit dans [Sil09, Chapter III, §8]) sur E[N]

il) «:Z/NZ x Z/NZ = E[N]

Pour lexistence de «, il faut que N soit inversible dans A [KM85, Corollary
2.3.2]. Une explication naive de cela est que localement, pour les nombres p
premiers dans A divisant N, uy et Z/NZ ne sont pas isomorphe. Dans le cas
N = p et p premier en A, on a que p, est un point avec multiplicité et Z/pZ
contient p points. On définit donc les formes modulaires Ry (I'(N); A) (resp.
Ri(T'(N); A)) comme les fonctions sur les triplets (F,w, 3) (resp. (F,w,a)) qui
ont les propriétés 1-3. On appelle § arithmétique et « naive. On pose det(a) =
en(a(1,0),a(0,1)) et on note que det(a) est une racine primitive N-ieme de
l'unité (en est surjectif) et on définit

Ba(det(a)™,n) = a(m,n)
et nous donnent une correspondance entre
{naive I'(N) structure} = {¢ € un(A) : ¢ primitive} x

x {arithmétique I'(N) structure}

qui donne

Ru(T(N)s 4) = Ry (T(V); 4) © 2G|

On a une structure arithmétique canonique Seq, sur Tate(q) donnée par

Bean(Cyn) = ¢q"™'N et on a encore la validité du principe de g-expansion, en
évaluant un élément de Ry (T'(N); A) sur (Tate(q),wean, Bean) €t de plus, en
restreignant [ sur py, on a le choix d’un point d’ordre exact NN et donc,
pour f dans Ry(I'1(N),A) on définit f(E,w,B) = f(E,w,B|.y), qui donne
un plongement (toujours par le principe de g-expansion) de Ry(T'1(N), A) dans
Ri(T(N), A). Par lisomorphisme entre structures et ce plongement, on peut
évaluer une forme modulaire dans Ry (I'1(N), A) sur (Tate(q), wean, &) pour tout
le a qui donne une structure naive.
On a que chaque courbe elliptique sur C peut étre identifié un tore complexe
et donc, a isomorphisme de surface de Riemann pres, avec un réseau. A chaque
réseau on associé un nombre complexe 7, de sorte que le réseau soit a iso-
morphisme pres, L, = 2mi(Z @ 7Z). En choisissant dz comme le différentielle
invariante et i(uy) = & mod L,, on plonge une f dans My(I'1(IN)) dans
Ri(T1(N),C) par le principe de g-expansion, en identifiant ¢ avec e2™* et en
posant

f(C/L,,dz,i) = (2mi)* f (7).

On a, & la fin

Mi(TL(V)) = {1 € Ri(T1(N),€) : f(Tate(q), wean, ) € Cllg"/ Vo } .

Maintenant, on retourne a I’étude des formes modulaires p-adiques; on dit que
A est un anneau p-adique si A = 1i_mA/p”A . Si, par exemple, p est nilpotent
dans A, alors A est un anneau p-adique, mais un corps p-adique n’est pas un
anneau p-adique (p est inversible). On dit que ¢ est un trivialisation de F si
¢ : E =~ @m, olt E est la complétion de F a origine (complété par le sous-schéma

17



fermé correspondant & le point O, pour une description naive [Sil09, Chapter
IV]). Maintenant, soit A un anneau p-adique et N = Nyp", avec (p, N) = 1.
On considere les triplets (E, ¢,1), (E, ¢, ) et (E, ¢, «) ou i, B et a sont définis
comme avant mais avec la_condition supplementaire que ¢ o i ou ¢ o 3 soit
Vinclusion naturelle dans G,,. On définit V(T'1(N); A) (resp. V(I'(Ng); A) et
V(I'(Ny); A)) comme les fonctlons sur les triplets (E,¢,i) (resp. (F,¢,[5) et
(E,¢,a)) qui & chaque triplet associe un élément d’une sur-algébre p-adiques
A’, que ne depend que de la classe de A’-isomorphisme et compatible avec le
changement de base. De la méme fagon que avant on a

V(T(No); 4) 2 V(T(No); 4) © Zlcn, ]

En raison du fait que la courbe de Tate est un quotient de G,, on a ¢cen :
Tate(q) = @m et Soit icqn SOit Beqn donnent, par composition avec @uqn, I'inclu-
sion naturelle dans G, et par évaluation sur les triplets (Tate(q), Peanstcan) €t
(Tate(Q)7 ¢cana ﬂcan) on a
V(N A) = A(g) et VG A) — A(@ V)
- SiA" D A alors V(I'1(N); A) = V(I'1(N); A)NA((q)) et aussi V(T'(N); A) =
V(T(N); A) 0 A((g"/N)
— Le quotient de A(( )) et par V(I'1(N); A) et aussi de A((¢*/N)) par V(I'(N); A)
est A-plat.
Parce que on a demandé que ¢ ne dépende pas de la p part de N, est clair qu’on
a une équivalence entre les triplets (F, ¢,¢) de niveau N et Ny et donc

et par les mémes raisons que avant, on peut évaluer f dans V(I'1(IV); A) sur
tout les triplets (Tate(q), ¢, &) et on définit

W(L(N):4) = {feVF1 ) f(Tate(q). 6, ) € AlCullla" /N Vo, o}
WEWNo):4) = {f € V() : f(Tate(q). 6. ) € AlGu]llg" /N Vo, o}
WMo A) = {f € V'(No)) : f(Tate(q). 6. ) € Alw]llg”V}Vo,a}

on a toujours

W(I1(N);A) = W('1(No); A)
W((No); A) = W(I'(N); A) @ Z[1/No, (n )

La condition que f(Tate(q),, ) soit dans A[[g]] pour toute trivialisation et
structure de niveau « est équivalent & demander que f soit holomorphe aux
cusps de la compactification de la variété qui classifi les triplets (E, ¢, ) [Kat75,
1.0]. On définit en-suite I’action de GL(2,Z/NyZ) sur W(I'(Ny); A) ; pour 7 in
GL(2,Z/NoZ) et f dans W(I'(Ny); A) on pose f|y(E, ¢, ) = f(E, ¢, ac07). En
calculant comme cette action modifie la g-expansion, pour

U:{((l) ?l)eGL(Q,Z/NOZ)},UO:{((I) i‘)eGL@,Z/NOZ)},
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on a

W(I'1(No); Zp) w
W (L (No); Zy) @ ZlCno) = W(T(No); Zp)™.

On pose Zn, = Z,, x (Z/NoZ)* et on définit I'action & droite de Zy, sur
V(I'(N); A) et W(I'(N); A) en posant, pour z = (z,20), f o 2(E,p,a07) =
f(E, zp_l(b, 20 0 1) et cette action est continue pour la topologie p-adique. Soit
I' = 1+pZy, le sous-groupe de Z,* (et de Zy;, ) des unités principales. En fin, pour
tout couple (E, ¢), on peut associer une forme différentielle invariante w = ¢*wy,
pour wy la différentielle canonique de Gm (qui est induite par dz/z). On a donc,
pour tout k, des plongement (par le principe de g-expansion)

Ri(T1(N);A) — V(I'1(N);4)
Ri(T(N); A) — V(I'(No); A)
Ri(T1(N); A) —  V(I'(No); A).

On a donc que f dans My (I'1(N); A) est plongé dans V(I'1(N); A) @ Q, N
Allq]], qui est de torsion dans A((q))/V(['1(N); A), donc par A-platitude on
déduit que f est dans V(T'1(N); A) et aussi dans W(T'1(N); A). Parce que l'ac-
tion de Zy,, qui est compact, est continue on a

W(T1(N); A) D M(I'1(N); A)
et, de la méme fagon,
W(To(N); A) O M(I'o(N); A).

On pose

B,_
Ep71=ppiiEpf1— Zap 2
n=1

et on sait que E,_; = 1 mod p, parce que p divise le dénominateur de B,_;.
Soit F = Zp[Cn, | /PZp[Cn,], qui est une extension finie de F,, et soient

M (T(No); F) = My (T'(No); ZplCn,]) © F

P M (T(No); F).
k=1

Par le principe de g-expansion, on a un morphisme naturel de G(I'(Ny); F) vers
F[[¢]] qui ne peut pas étre injectif (E,_; — 1 est dans le noyau). On sait que

G(I'(No); F)

W(L(No); F) = W(T'(No); Zp[Cno)) @ F
On peut donc énoncer le théoréme suivant

Théoréme 1.4.1. Soit Ny >3 oup>5. On a

- WII(No); Zy[Cn, ) = M(T(No); ZylCno)) dans Zy[Cn][la"/ ],
- W(T'(No); ) = G(IT(No);F)/(Ep—1 — 1) et il préserve la g expansion.
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La preuve de cela peut étre trouver dans [Kat75, §2] et on a le corollaire
suivant, pour I'; (N) et F,, du & Hida [Hid86b, Corollary 1.2].

Corollaire 1.4.2. Soient
Mi(T1(N);Fp) = Mp(T(N);Zp) @ Fp,

é/\/tk(n(zv);wp).
k=1

G (N); Fp)

Alors
- W(Fl(NQ), Zp) = W(Fl (N), Zp) = M(Fl(N), Zp) dans Zp[[q]},
~ W(T1(No); Fp)t 2 G(T1(No); Fp)/(E,—1—1) et il préserve la g-expansion.

Démonstration. Par le théoréeme ci-dessus, on peut identifier
WI(L (No): Zy[Cno))) = M(T(No); Zy[Cn,)) @ Z[1/No, Cv -

L’action de GL(2,Z/NoZ) sur M(T'(No); Zp[Cn,]) ® Z[1/No, n, ] est donné dans
la fagon suivante
— Pour v dans SL(2,Z/NyZ), Vaction sur f, de poids k est f|y = f|x7, avec
7 =y mod N puisque

_ d d
Fle) = (e 7). = F(Brgoy Tt mod L)
= f(E,,du, (c2 +d) mod L)

1
= fIyv(E;,du, N mod L)

pusique E,) = E. et puis on a appliqué une homotopie de coefficient
(cz +d).

1 . . .
— Pour v = < 0 2 >, I’action sur les formes modulaires est triviale et sur

Z[Cn,] envoye Cn, dans Cf, .
On a donc

WI(L(No)s Zy[¢x )Y = M(D(No): Zy o)™ = W(T1(No)i Zo G, ])-
Il est clair que Mk(F(NO);Zp[gNO])UO est My (I'1(No); Zp[Cn,])- De plus,

Tr : M(T(No); Qulin)) — M(T(No); Qpl¢n))
f — Ny 'Y e, flu

est surjective et

No
Tr(Za(n/N)q”/N) = No_lzZa(n/N)gx‘j/Nq”/N

n d=0 n

Ny* Z Noa(n/N)gV/N
Nin

> aln)g"

n
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et donc, parce qu’elle est aussi uniformément continue, M(T'(No); Zp[Cn,]) est

envoyé dans M(T'; (No): Z[Cn ), qui est done égal & M(T(No); Zy[Cn,]) °. Par
définition, on a

M(T1(No); Zy) = M(T1(No); Zy[Cnvo]) N Zy[[g]]
et par le principe de ¢ expansion
W(I'1(No); Zyp) = W(L'1(No); Zp[Cno]) 0 Zp[lq]]

Et donc le théorem est vrai pour Ny et pour de la méme maniere pour N. Pour
la deuxieme partie, de la méme fagon, on prouve que

W(I'(No); Fp)' = G(T(No); Fp)/(Ep-1 — 1)
et puis, avec Tr, qui envoie E,_; — 1 dans lui méme et donc
W(T1(No); Fp)' = G(T1(No); Fp)/(Ep—r — 1).
O

Ce corollaire nous dit que M(T'1(N);Z,) est indépendant de la p-partie de
N. 1l y une autre construction des formes modulaires p-adiques sur 'y (V), qui
fixe le poids k et considere la réunion des formes modulaire des différents niveau
T'1(Np") et on peut démontrer que ces deux constructions coincident (c’est un
théoréme di & Hida, [Gou88, Theorem II1.3.2]).
Pour a dans (Z/NZ)™ et f dans My,(T'1(No); K), on peut définir

fla(E,w,1) = f(E,w, ai),

—1
qui coincide avec {(a) f = f|g7y, pour v = ( aO 2 ) mod N dans T'o(V),
et puisque (z,'¢)*dz/z = z,'((¢)*dx/x), on a pour z = (z,,z) dans Zy,,
—1
Uk _ Z 0
flz = z; flv, avecv:( % 2 >modN.

Si f est dans My (I'1 (Ng); Ok) alors f|z est dans My (I'1(Np); Ok ) aussi, parce
qu’elle est dans V(I'1(IV); Ok) et a encore g-expansion entiere. Cette action
coincide avec 'action définit ci-dessus de Zy, sur V(I'1(V); Ok). On considere
maintenant les opérateurs de Hecke T} et T, = (72 (I) sur My(T1(N); Ok);
pour les formules ci-dessus, on a que |f|T;|, < |f|, et, en plus, ils préservent
M (T1(N); K), donc leur action peut étre prolongée sur M(I'y (Np); O ). Main-
tenant, on supposera que p divise N. Pour A = K ou O, on définit H7 (I'1(N); A)
comme la A-sous-algebre des endomorphismes A-linéaire de M7 (T'y(N); A) en-
gendrée par les opérateurs de Hecke T et Tj;. Parce que pour j/ > j on a
le plongement de M7 (I';(N); A) dans M3'(I'y(N); A), on a par restriction un
morphisme de H7 (I'; (N); A) vers H(I';(N); A), on peut donc définir

H(T1(N); Ok) = lim M (I (N); Ox),

qui agit sur M(T'1(N); Ok) et, puisqu’il agit uniformément, on peut prolonger
I'action sur M(T'1(N); O ). On sait qu’il est compact parce que limite projectif
des anneaux de rang fini sur Ok. Par définition, on a un morphisme de res-
triction surjectif de H(T'1(N); Ok ) vers H(I'1(Nop); Ok ) qui, pour le corollaire
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1.4.2, est injectif. On peut définir de la méme fagon H(I'1 (IV); K), mais il n’agit
pas uniformément et donc on peut pas prolonger sa action sur M(T';1(N); K).
Pour toute extension finie M de K, on a que

M (T1(N); Ok) ®o, Onr € MI(T1(N); Onr)
et il est d’indice fini, donc
HI(T1(N); Ok) @0, Onr = H (T'1(N); Onr)
car il contient tous les générateurs 1; et 1;; et par définition,
H(T1(N); Ok) ®o, Om = H(I'1(N); Onr).

On veut définir maintenant 'idempotent e associé & T}, ; pour faire cela, on se
rappelle que dans un anneaux A de rang fini sur Ok, pour tout x dans A,
lim z™ est un idempotent de A [Hid93, Lemma 7.2.1] et on pose

n—00

e; = lim T;” € H/(T1(N); Ok)

n—oo

et, parce que cette définition est cohérente avec les fleches de transition, on pose
e =lime;.
J
Pour un H(I';(N); Ok )-module M, on définit la partie ordinaire M = eM,

qui est I’espace propre de M pour e de valeur prope 1. H"4(T';(N); Of) peut
étre vu comme la plus grande partie de H(I'1(N); Ox) ou T}, est inversible.

Définition 1.4.3. Une forme propre f dans My(T1(N), ) est ordinaire si
1. N est divisible par p;

2. fle = f pour Uidempotent associé a T).

Par la définition qu’on a donnée pour ¢, la deuxieéme condition est équivalente
a |a(p7f>|p - 17 parce que

fle= lim f|T;" = lim a(p, )" f

qui est 0 si |a(p, f)|, < 1, f sinon. La premiere condition n’est pas restrictive
parce que, si |a(p, f)|, = 1 et k > 2, on peut toujours trouver un unique fy =
f(z) — af(pz) (ot « est la racine qui n’est pas une unité de X2 — a(p, f)X +
pF~14(p)) de niveau Np, dont les coefficients de Fourier sont les mémes pour
n pas divisible par p et ordinaire, parce que a(p, fo) est Pautre racine de ce
polynéme [Hid85, Lemma 3.3].

On a donc construit I'algebre ordinaire pour M(T'1(N); Ok ) et maintenant on
veut faire la méme chose pour S(I'1(N); Ok). Toujours sous I'hypothése que
p|N, on pose

ﬁ(Fl(N), OK) = @ ﬁ] (Fl (N), OK)7

et toutes les propriétés qu’on a énoncé pour M(I'1(N); Ok) et H(T'1(N); Ok)
sont, encore vraies et en particulier

S(T1(N);O0k) = S(T1(No); Ok)
ﬁ(Pl(N),OK) = ﬁ(rl(Nop);OK).
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De la méme fagon on définit I'idempotent associé a T}, e pour A(I'1(N); Ok),
tel qu’il coincide avec la restriction de e dans H(I'1 (V); (’)K) sur S(T'1(N); Ok).
De plus, A4(T'1(N); Ok) est le quotient de H(T'1(N); Ok) par lannulateur de
S(T1(N); Ok).

Maintenant on veut énoncer des résultats de dualité comme le théoreme 1.2.2,
mais avant il faut introduire un peu de notation

m! (T1(N); Og) = {fEMj(Fl(N);K):a(n,f)e(’)Kpourn>O}
= K+ M/ (T1(N);0k)/K

J
MITHN); K) = @@ Mp(T1(N); K)
M?(Fl(NﬁOK) = {fe M (I\(N);K):|a(n, f)|, <1 pour n >0}
M{T(N);K) = M{T(N);0k) ® K
et on définit comme d’abord, pour A = Ok ou K
(h, f)a = a(1, f|h) pour f € M?(T1(N); A), h € H(T'1(N); A)

De plus, puisque (h, k) = 0 pour tout k dans K on a que HJ(I';(N); Ok)
agit fidelement on m’ (I'1(IN); Ok) et on peut donc prouver le résultat [Hid86b,
Proposition 2.1].

Proposition 1.4.4. Pour A = K ou Ok et j > 0, m!(I'1(N);A) (resp.
SI(T1(N); A)) est dual ¢ HI(D1(N); A) (resp. A7 (T1(N); A)). On a donc les
isomorphismes suivants

|
3&7
e
=
=

Homa (M
j

Hom(m

|
=
:
=
=

I'1(N); A),
RI(T1(N); A).

1

(T (V);
(T1(NV);
Hom (K (T1(N);
(T (N);

Démonstration. La preuve est la méme que pour le théoreme 1.2.2, mais parce
que on ne ’a pas donné avant, on la donne maintenant pour H’(T'y(N); A) et
mI(T1(N); A). Si A = K, il suffit de démontrer que I’accouplement est non-
dégénéré, en raison du fait qu’il sont des espaces vectoriels de dimension fini.
On a (T, f) = a(m, ), donc si (h, f) = 0 pour tout h, alors a(m, f) = 0 pour
m > 0 et donc f est constante, donc égale & 0. Si (h, f) = 0 pour toute f, alors
a(m, f|h) = (T, f|h) = (h, f|T),) = 0 pour tout m, donc f|h =0 pour toute f
et puisque H7 (1 (N); K) agit fidelement, h = 0.

Pour le cas A = Ok, pour ¢ dans Homo, (H](I'1(N); Ok)), on peut la pro-
longer sur K et on l'appelle encore ¢. Pour le premier cas, il existe f dans
mI (T'1(N); K) tel que (Thn, f) = ¢(Thn). Mais ¢(T),) est dans Ok, donc f est
dans m?(T'1(N); Ok) et cela nous donne Home,, (H] (T'1(N); Ok)) =2 m/ (['1(N); Ok)

et Homo,, (mI (T1(N); Ok)) = HI(T1(N); Ok) O
Si on introduit les séries d’Eisenstein E; = —é—iEk, on a, comme avant,
pour p > 5,

—n—1

|Epnp—1) = 1p <p
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et, puisque E,n(,_1) est dans Mpn(,_1)(GL(2,7Z); Q), on a que la réunion
U MUT1(N); Ok)

J>i
est dense dans M(T'1(V); Ok) et donc on a
H(T1(N); Ok) = lim M (T1(N); Ox).- (1.4.5)

J

Maintenant, on voudrait avoir pour H(I'1 (N); Ok ) et M(I'1(N); Ok ) des théoremes
de dualité comme ci-dessus. Posons T = K/Ok et T, = Q,/Z,, et

m!(T1(N);T) = m/(Dy(N); K)/m’(T1(N); Ok)

m(L1(N);T) = m(Fl(N);K)/(m(Fl(N);OK)+K):jlijgomj(l“l(N);’]I‘)
ML (N);T) = M(1(N); K)/M(T1(N); Ok)

S(T1(N);T) ST (N); K)/S(T1(N); Ok)

et on munit m(T'1(NV); T) et S(T'1(N); T) de la topologie discréte. On peut donc
définir
(I, = H(TL(N);Zp) x m! (D1(N); Tp)  — T,
(h, ), — (h, f)g, mod T,
avec f dans M7 (T'1(N); Q) qui est réduit & f dans m? (T'1(N); Tp) et cet accou-
plement induit
(), : HTW(N); Zp) x m(I'1(N); Tp) — T

Théoréme 1.4.6. Sip > 5, alors H(I'1(N);Z,) et m(T1(N);T,) (respective-
ment A(L'1(N);Z,) et S(T'1(N); Tp) ) sont mutuellement compact-discréte duales
au sens de Pontrjagin ([Weif0, §28], i.e. le dual d’un compact est discret et vice-
vers) sous l’accouplement (,)r,.

Démonstration. Soit H/ = HJ(T'1(N); Z,). On sait que H/ est libre sur Z,, donc
Homgy, (H7,—) est exact et il envoie

0—%2,—Q,—T,—0
dans

0 — Homgy, (H/,Z,) — Homg (H/,Q,) — Homgz (H/,T,) — 0

af A Al
0 — m(TuN)Zy) — mw(Ti(N);Qp) — m/(Ti(N);Tp) — 0

et, puisque « et § sont des isomorphismes par la proposition 1.4.4 (un morphisme
de H? vers Qy, est Zj, linéaire si et seulement si il est Q, linéaire), alors y est un
isomorphisme aussi. Puisque

Homyz,, (lim HI,—) = lim Homgz, (H7,-),
en prenant la limite, la suite reste exacte et donc on a, avec 1.4.5

Homg, (H(G1(N); Zp), Tp)) = m(T'1(N); Tp).
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Avec ce théoreme, on voit que m(I'1(N); Tp,) = m(I'1 (Nop); Tp). De plus, par
la formule suivante

(h, f1h)r, = (hI', f)r, pour f € m(T'y(N);Tp), h,h' € H(T1(N); Zy)
et la définition de e, on a le corollaire suivant [Hid86b, Corollary 2.3].

Corollaire 1.4.7. Pour lidempotent e associé a Ty, etp > 5, on a que H*"4(T'1(N); Z,)
et m*(I'1(N); T,) sont mutuellement compact-discréte duales (resp. A7 (T'1(N); Zy)
et S T1(N); Tp)) sous l'accouplement (,)r,

1.5 Rangde H(I';(N); Of) et modules de congruences

On définit
P=I1=1+pZy, I'y =14+p"Z,

comme sous-groupe de Z,. Pour toute extension finie K de Q,, on définit
l’algebre d’'Iwasawa

A = lim O [[/T,]

n

qui peut étre identifié avec Ok [[X]] en envoyant le générateur topologique de T’
1 +p dans X. Pour K = Q,, on pose Ag, = A.
Soit N = Nyp", avec (Ng,p) = 1. On a déja vu Paction de Zy, dans laquel on
plonge T". Si f est dans My (T'1(N); K), on peut I’écrire comme somme des fg,
formes modulaires de poids k et 'action de 2 dans Z, sur f est

flz =Y 2" fuly (1.5.1)
k

Z_l

0
soit n tel que p™ fi soit O entiere pour tout k£ et donc, pour z dans I';,, avec
m > 7,n,on a

ouy = mod p” et v = 1 mod Ny. Soit f dans M (T'1(N); K) et

[flz = flp = 1 (5 = D) falp < "™
k

Donc f dans M(T'1(N); K/Of) est T'p,-invariant et donc M(T1(N); K/Of),
m(T1(N); K/Ok) et S(T'1(N); K/Ok) sont la réunion des T',,-invariants et donc
on peut les munir d’'une Ag-action continue et par le théoreme 1.4.6, on peut
équiper H(T'1(N); Ok) et A(T1(N); Ok) d’une action continue de Ag et cette
action est compatible avec leur structure d’anneau. Si [ = 1 mod N, alors 'ac-
tion de I, vu comme élément de Z, coincide avec 'action de (I) et ces [ sont
denses dans Z, .

Soit u ’ensemble des racines p—1-iemes de 'unité dans Z,,. Il agit sur H(I'1 (N); Ok)
comme on I’a dit et on peut décomposer ’algebre de Hecke en parties invariantes
par p. En particulier, pour la partie ordinaire

H(T1(N); Ok)

p—2
P H4T(N), a5 Ox),
a=0

p—2
ATUTL(N); Ok) P (11 (N), a; Ok)
a=0
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ol l'action de p sur la partie correspondante a a est donnée par ( — (. Pour
A = K ou Og, on a a chaque niveau

p—2

Mi(T1(Nop); A) = €D My(T1(Nop), a; A),
a=0

STy (Nop) 4) = @) Sk(T1(Nop), s A),
a=0

MU (V) A) = @ HA(T1(N),a: 4),
a=0

TN A) = @) (TN, a: A)
a=0

Posons ® = Ty(p) NT'1(Ng) et soit w le caractére de Teichmiiller de Z,, qui
envoit z dans lim 2P, qui coincide avec Z mod p, si on regarde F) comme les

n—oo

racines p — l-iemes de 'unité. On sait que
M(T1(Nop), a; A) = My(®,w*; A).

Le premier résultat qu’on veut démontrer est que le rang de H°"*(I'y(N); Ox)
sur Ak est fini et indépendant de K et d’abord on démontrera que son rang
est fini. On sait que l'action de T}, peut changer si on change le niveau, en fait
P’action de T}, pour le niveau Nop et Ny a I’expression suivante

a(n, fITN°) = a(np, f) + " La(n/p, fIp)
a(n, fIT)°P) = a(np, f)

mais, si kK > 2, alors les actions sur My (I'1(Ny);F,) de ces deux différents
T, coincident et donc on peut faire agir H(Nop; Z,) sur cela. Puisque E,_; =
1 mod pZ,, la multiplication par E,_; donne un isomorphisme (de H(Nop; Z,)-
modules) de My (I'1(No); Fp) et Myyp—1(I'1(No); Fp). Pour a dans Z/(p — 1)Z,
on fix j(a), qui est compris entre 3 et p — 1, tel que j(a) = a mod p — 1 et on
pose

Ga(Fp) = hin Mitnp-1)(F1(No): Fp),

ou les fleches de transition sont données par la multiplication par E,_;. On
identifie donc les formes modulaires de différent poids mais égale g-expansion
dans F,,. On a donc, avec la méme notation que celle du théoreme 1.4.1

G(T'1(NosFp))/(Ep—1 — 1) = @Ga(Fp)

a=0

comme H(Nop; Z,)-modules. Hida dans [Hid86b, Lemma 4.1] donne le lemme
suivant, d & Jochonowitz [Joc82, Lemma 1.9].

Lemme 1.5.2. Si k> 3 and p > 5, alors T, annule les quotients

Mot p—1(T1(No); Fp) /My (T1(No); Fp), Sktp—1(T'1(No); Fp) /Sk (L1 (No); Fp).
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On définit, pour tout A-modules M
Mp"|={me M :p"m=0} et M" {m € M : ym = mVy € T'}

et soient M 4(T'1(N); Tp), MZ4T1(N);Fp), ST (N); Tp) et Sgr4(T1(N); Fp)
les parties ordinaires des H(Nop; Zy)-modules correspondantes.

Théoréme 1.5.3. Si p > 5, alors on a des isomorphismes de H(Nop;Z,)-
modules qui préservent la q-expansion

p—2
MIHTLN) T, = MG (T1(N);Fy)
a=0

p—2

STUTNET)T = S TN,

a=0

Démonstration. D’abord, par la multiplication par p, on a I’isomorphisme
M(I1(N); Tp)[p] = M(T'1(N); Zp) @ F)

En se rappelant que deux formes modualires p-adiques qui sont proches ont la
méme réduction modp, par le corollaire 1.4.2 on a

(M(T1(N); Zp) @ Fp)' = W (L1 (No); Fp) = Ga

“d

Q

Donc, par le lemme, la partie ordinaire de G,(FF,) correspond & la partie ordi-
naire de M (o) (I'1(N);F,) et le théoréme est montré en appliquant e. Pour les
formes paraboliques, avec la méme preuve on a le résultat. O

Corollaire 1.5.4. Si p > 5, alors H(I'1(Nop); Ok) et A(T1(Nop); Ok) sont
finis sur Ak et de plus

HT(T1(Nop); Oxc) = M (T'1(Nop); Zp) @Ok et h7(L1(Nop); Orc) = A (T'1(Nop); Zp

Démonstration. On commence avec Z,. On a la suite exacte
0= T, — MY (N):T,) — m(T1 (N): T,) — 0
qui devient
0= Ty — MTUTL(N); Ty) — m (L1 (N); T,) — 0

parce que T}, agit trivialement sur les constantes. Soit M le dual de Pontrajagin
de M°"4(T'1(N); T,), on a par le théoréme 1.4.6

0 — HOTda—‘l(NOp);OK) — M — Zp —0

ou I' agit trivialement sur Z,. Pour m I'idéal maximal de A, on a, par définition,

que M /mM est I'espace dual & (M(I';(N); T,,)[p])", qui a un nombre fini d’éléments
par le théoréme ci-dessus. Puisque M est un module continu (pour la topologie
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m-adique) sur un anneau compact, il est fini sur A. Comme on l'a déja dit,
M1 (N); T,) est le réunion de I',,-invariant, tous de torsion, donc

MTUTL(N); Ty) = UM”d(Tl(N); Tp)[m]

et, par dualité, on obtient

Donc, puisque M est la limite projective des modules finis, il est de type fini
sur A et par noetherianite de A, H°"4(T'1(Nop); Z,), sous-module de M, est
de type fini et £°74(T'y(Nop); Z,), quotient de H°"4(I'y(Nop); Z,,) l'est. Pour O
général, Ho"4(T'1(Nop); Ok ) est la partie ordinaire de H(T'1 (Nop); Z,) @ O que
par finitude est H°"4(I'1(Nop); Zp) ® O, qui est fini sur Ag. O

On peut donc démontrer un théoréme trés précis sur le rang de Ho™4(T'y (Nop); Ok )

Théoréme 1.5.5. Soitp > 5 et N = Nop. Alors les parties ordinaires H°™(T'y(Nop); Ok )
et Ao"4(Ty(Nop); Ok) sont libres de rang fini sur A . Plus précisément
rangy . (H(T1(Nop), a; Ok)) = rangg, MG (T1(No); Zp)

rangy . (A°"(T'1(Nop), a; Ok)) rangZpS;’(’”(f) (T'1(No); Zy).

Démonstration. 11 suffira de démontrer le théoreme pour Ox = Z, et puis
d’appliquer le corollaire 1.5.4. On commence avec les formes modulaires ; comme
on I'a déja fait auparavant, on décompose M ¢(T'1(Np); T,,) en espaces propres
pour 'action de

Mord(]_-\l(No); Tp) _ @ _/\/107‘d(]_"1(N0)7 a; Tp)

a=0
Explicitement, on a
MDY (No),a; T,) = {f € M1 (No); Tp) = fI¢ = ¢“f pour ¢ € pu}.
On pose M = M°"4(I'1(Ny); T,) et M(a) = M°"4(T'1(Ny), a; T,). Par le théoréme
1.5.3 et comme f|z = >, zF f|y (1.5.1), on a
(M(@)[p])" = MG (T (No); Fyp).

Posons

Mk:{feM:f\ZZZkazEZ;}

et donc on a, si K = a mod p — 1, puisque le fait que z soit dans I' implique
2*¥ = 1 mod p, pour la partie de p-torsion

Mi[p] = (M(a)[p])" = ME (T1(No); Fyp).

— 774(a)

Naturellement, M, = M 4T (No); Q,)/ M 4T (No); Zyp), les formes modu-
laires de poids k, ordinaires, dans T, sont dans M},. Par multiplication par p et
par le lemme 1.5.2, on a

M, [p] = MZTT1 (Nos Fy)) 22 MG (T4 (Nos Fy)),
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et donc on a, par double inclusion, que Mg[p] et M;C[p] coincident et on peut
prouver le méme résultat pour les parties de p™-torsion. Vu que Mj, et ./\/l;C sont
p-divisibles et ont la méme p-torsion, il coincident. On a donc prouvé que les
formes modulaires dans M qui se transforment comme une forme modulaire de
poids k correspond & formes modulaires de poids k ordinaires, donc

My =2 T pour 7 = r(a) = rangZpM%rd(Fl(No);Zp).
On fixe a et soit M (a) le dual de Pontrjagin de M(a) et on a
0—Ker— A" — M(a) >0

puisque My, est dans M(a). Soit P, = (1 + X) — (1 + p)*¥, qui est dans A pour
tout k dans Z. Pour k > 3, k = amod p — 1, on a une surjection (le produit
tensoriel est exact & droite) de A”"/Py A" vers M(a)/PyM (a), qui est le dual de
M, et tous les deux sont isomorphes & Z;. Donc, Ker est dans U'intersection de
PA", pour k > 3, k = amod p — 1, qui est 0 parce que les P} sont premiers
entre eux. Donc M (a) est libre de rang 7. Puisque Z, agit trivialement sur Z,,
les formes modulaire de poids 0 sur I';(Np)(i.e, le fonctions holomorphes sur
X1(No), avec coefficients de Fourier dans Z,,), si a # 0,

M(a) = m(T1(No), a; Tp) = {f € m(T1(No); Tp) : fI¢ = (*fY¢ € ),

et, par dualité, on a que H°"¢(Nop, a; Z,) est libre de rang r.
Soit a =0, on a

0—T, — M(0)— m‘”d(Fl(No),O;'JTp) —0
et, par dualité,
0 — H (T (Nop), 0; Z,) — M(0) — Z, — 0

et si on tensorise par A/XA, on obtient une surjection de Z,, vers Zj et on
choisit une base (ey,...,€,) telle que cette surjection soit la projection sur le
premier facteur. On reléve cette base & (eq, ..., ey), n vecteurs libres dans A"
M(0), qui forment une base parce que Y.._; Ae; est compléte et dense. Donc
HO"4(T1(Nop), 0;Z,) = A" 1 & XA, parce qu'il est le noyau de la fleche de M (0)
vers Zp.

La méme preuve donne le résultat pour les formes paraboliques. O

On a ensuite le corollaire qui nous prépare au fait que les formes ordinaires
sont classiques formes modulaires dans My (I'1(IV)), si k est plus grand que 3
ou 2.

Corollaire 1.5.6. Pour P, =1+ X — (1+p)" et k > j(a) (k > 2), on a les
isomorphismes suivants

HO Ty (Nop), a; Ok )
PyHerd(T'y (Nop), a; Ok)
" (T'1 (Nop), a; Ok )
Pp.herd(T'1(Nop), a; Ok )

=~ HP"(I'1(Nop), a; Ok)

~ (T (Nop), a; Ok ).
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Démonstration. Comme toujours, on démontre le théoréme pour Z,, et puis pour
Ok on étend les scalaires. On pose

My(a) = {f e M(a): flz=2"fVz €T}
qu’on peut définir aussi comme
My (a) = {f € M(a) : f|P. = 0}

en raison du fait que 1+ p est le générateur de I'. Avec la méme notation
quauparavant, My(a) = My si k = amodp — 1 et k& > j(a); son dual
M(a)/PiM(a) = H"4(T'1(Nop), a; O )/ Py HO™ (L1 (Nop), a; Ok ) est le dual de
m?™ (T (N), a;Zp) qui est HY"4(T1(N),a;Zy,), donc soit a # k mod p — 1. On
définit /
Mi(a) = MEDLN), 0 Q)M T1(N), 0: )

qui se plonge dans My/(a). Il faut noter que f dans M;c(a) se transforme sur
® par w**. En raison du fait que le dual de /\/l;c est H"4(T'1(Nop), a; Ok ) et
que H" (T (Nop), a; O )/ P H™(Nop, a; O ) est, par le théoreme précédant,
le dual de My(a), il suffit de montrer que My'(a) = My (a). Toujours par le
théoréme précédent, rangMy (a) = r(a) et soit

avec By ,—+ le nombre de Bernoulli généralisé. Si ¢ # 0 mod p — 1, alors E; =
1 mod p. On a que E;C_j(a) définit un isomorphisme entre M;(a) (a)[p](= Mj(a)[p])
et M, (a)[p] et donc on a que la dimension de M, (a)[p] sur F,, est r(a) et donc

son rang est plus grand que r(a).
Pour les formes paraboliques, avec la méme notation, il faut prouver que

dimg, (S),(a)[p]) > dimg, (S574 (L1 (No); Fy) = s(a)

pour S;C(a) =84l (N),a;Q,)/S4T1(N), a; Zy)
On sait grace a [Hid81, Proposition 6.2], que

s(a) = dimp, (Sy(a)[p])

et, en mulpliant par E;cfw si k # 2mod p— 1, ou par E;Ll sik=2modp-—1,
oitn = (k—2)/(p—1), on a une injection de S,(a)[p] dans S, (a)[p] et donc ceci
prouve que )
dimng, (S, (@)[p]) = 5(a)
O

On a donc démontré que I’algebre de Hecke ordinaire H°"%(Nyp, a; Ok ) est
une somme directe des anneaux locaux, libres sur Ak et que quand on prend le
quotient par Py, (on évalue X dans (1 — p)k — 1), on obtient les anneaux locaux
de l'algebre de Hecke classique. Un cas tres facile a comprendre et qui est tres
important (les formes modulaires A-adiques de Wiles), est le suivant : un anneau
local est isomorphe & Ax et donc a chaque T,, on associe A(n, X) dans Ak et,
par évaluation de X sur z dans @w on a un morphisme de ’algebre de Hecke.
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Si on choisit z = (1 —p)k — 1 (k plus grand que j(a)), on a par le corollaire
un morphisme de 'algebre de Hecke de niveau k et on sait, par dualité, qui
correspond & une forme modulaire, qui est une forme propre pour 7;,. Donc

fg, X)=>_ A(n, X)q"
n=0

par évaluation de X sur (1 — p)k — 1 on a des formes modulaires propres et
ordinaires de poids k!

On veut introduire, dans le contexte des algebres de Hecke ordinaire, les formes
nouvelles et donc on pose

d : M(I(N);Ok) — M('1(Nd);Ok)
fzzn a‘(n” f)q'fl — Zn a(”?f)qdn

d 0

0 1

I’a défini précédentement. Comme il respecte les formes modulaires entieres, il
donne une injection de M(I'1(NV); T) dans M(T'1(dN); T) et on pose donc

OL(N);T) = Y m(Ty(N/t) T[]+ ) m(Ty(N/8);T)

qui coincident sur les formes classiques avec d' = f| (z), comme on

t|No t|No
O,(T1(N):T) = Y SN/ T[[H] + Y ST (N/1);T)
t|No t|No

et 'action de T}, sur cet espace est bien définie, parce que t est premier avec p
et on définit ensuite la partie ordinaire

O"Y T (N);T) < mo 4Ty (N);T)
Oy (N);T) C Sy (N);T)

Définition 1.5.7. On définit les idéaux P(I'1(N); Oy) et p(T'1(N); Ok ) comme
les annullateurs des O°"4(T'1(N); T) dans H°™(Nop, a; Ok )) et de O"4(T'1(N); T)
dans A" (Nop; Ok)). Par le corollaire 1.4.2, O°"4(T'1(N); T) et O°"4(T1(N); T)
sont indépendants de la puissance de p qui divise N et donc P(T'1(N); O) et
p(T'1(N); Ok) sont aussi indépendants.

On a la caractérisation suivante [Hid86b, Corollary 3.3];

Corollaire 1.5.8. L’intersection de P(I'1(N); Oy) (resp. p(T1(N); Ok )) avec le
nilradical de H°(Nop, a; Ok )) (resp. A4 Nop; Ok ))) est null et P(T1(N); Oy,)
et p(T'1(N); Ok) sont libre (de rang fini) sur Ak.

Il y a une relation entre ce théoreme et les congruences des formes mo-
dulaires : on fixe R une composante irréductible de H°"%(Nyp, a; O ) et donc
R; = R/PyR est une composante irréductible de HZT'd(NOp,a;(’)K). Soit S =
R® K/Nil(R®K), qui est de dimension d sur K. Par des considérations de Hida
[Hid85, §3], on a exactement d formes propres { f;} tel que, pour ej 'idempotent
associé & Ry, on a f;lex, = f;. Elles correspondent & d morphismes Og-linéaires
vers @p, qui satisfont, pour b 'idéal maximal de O@p, une des propriétés sui-
vantes :
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1. fi = f{ mod b pour o dans Gal(@p/K);

2. a(m, f;) = a(m, f;) mod b pour m > 1.
De plus, {f;} est maximal entre les ensembles ayant cette propriété et, pour
7 Puniformisant de Ok, on a que Ry/m Ry, est indépendant de k, parce il sont
tous isomorphes & R/mR. Donc si 2 est satisfait pour £, il est satisfait pour
tout k£ > j(a). Donc si K est suffisamment grand pour contenir a(m, f;) pour
tout j et m, la deuxiéme condition est toujours vérifiée. Donc, une composante
irréductible de I'algebre de Hecke correspond a une famille maximale des formes
propres avec les mémes valeurs propres modulo b. Pour distinguer les différentes
formes propres congrues modulo b, on introduit

Q=Q((N);K) = H"I'1(N);Ok)® Lk,
g=qT1(N);K) = A"T1(N);Ok) ® Lk,
PTy(N);K) = P(N);0k)® Lk,
pli(N);K) = p(I'(N);Ok) ® Lk,

pour Lx le corps des fractions de Ax. On a que Q et g sont des algebres ar-
tiniennes de dimension finie sur Lk, donc somme directe des anneaux locaux;
PI1(N); K) et p(T'1(N); K) sont réduits, donc ils sont des produits des exten-
sions finies de L.

Définition 1.5.9. Un anneau local K de Q est primitif de niveau Ny s’il est
dans P(T1(N); K). Si K est dans gq, il est dit cuspidal ou parabolique. Si la
cloture algébrique de Q, dans IKC coincide avec K, alors on dit que K est définit
sur K.

Théoreme 1.5.10. Pour toute extension finie M de K, on a

OIM(N); M) = QI (N);K)®x M
q(T'1(N); M) g(T1(N); K) ®x M.

Si IC est primitif et défini sur K, alors Kyy = K ®x M est un corps et peut étre
vu comme une unique composante primitive de Q(I'1(N); M).

Démonstration. On sait que H"4(T'1(N); Op) = HOUT1(N); Or) @0, Oun
et Ayp = Ax ®o, O et donc la premiere propriété est directe suit. Ky est
un corps parce que K N M = K et la deuxiéme propriété est deduit de la
premiere. [

Pour un espace vectoriel V sur Lg, on considere X un réseau, qui est un
A g-sous-module qui engedre V' comme espace vectoriel. On pose

X= (]
P:ht(P)=1

qui est libre et il est appelé la cloture libre de X. X'/ X a un nombre fini
d’éléments, il est pseudo-nul (il est annulé par les idéaux de hauteur égale & 1)
et il est nul si et seulement si X est libre. Dans notre cas, H°"4(I'1(N); Ok) et
A" (N); Ok ) sont des réseaux dans Q et g. On note avec H et £ les algébres
de Hecke sur Og. Pour tout K dans Q (resp. g), on décompose Q = KA (resp.
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g =K @ B) et on note H(K) et H(A) (resp. A(K) et A((B))) les projections de
H (resp. #) sur K et A (resp. K et B). On pose

H =H(K) ®H(A) et £ = A(K) @ A(B)
et H, k leurs clotures libres.

Définition 1.5.11. On définit les A -modules suivants

T=T(K;K)=H/H, N=N(K;K)=H/H,
C=CK;K)="h/h, Ny=N,(K;K)="hr/FR.

Théoreme 1.5.12. Soit R 'anneau local de H (ou ) tel que R @ Lk D K.
On suppose K parabolique si nécessaire. Alors on a

i) T et C sont des-Ag modules finis et de torsion.

it) Pour IC défini sur K et M/K extension finie, on a

T(Ka; M) = T(K;K)®p, A,
CKa; M) = CK;K) Qap A

it1) T =0 (resp. C =0) si et seulement si RQ Lk = K.
iv) Les annulateurs de T et C dans Ag sont principaux.
v) N et Ny sont pseudo-nulls.

Démonstration. On démontre les résultats seulement pour H, parce pour 4 la
preuve est la méme.
i) On sait que Q/H est de torsion, donc 7 aussi. H est un réseau libre et de
rang fini pour le théoreme 1.5.5, donc 7 est fini aussi.
ii) On pose comme avant My, Har(Kar), Har(Anr) et Hps. On sait déja

que Hy = H®o, Ou et il suffit donc de montrer que Hy = H®o, Ou-
En fait, H ®, Om = H ®a, A est libre sur Ay et

(H @0, Om)/(H @0, Om) = N(K; K) @0, Our

est pseudo-nul, donc il est la cloture libre de (H' ®,, Opr) mais

HI(X)@KOM = (HﬁK)@(HﬂA)@OKOM
= (HMQICM)EB(HMQAM)ZHEW

donc o,
T(Kns M) =Ha/Hy = T(K; K) ®0, Om

mais comme on l’a déja remarqué dans le théoreme 1.5.10, sur un Ag-
module, — ®p, On et — ®p, Ay donnent le méme résultat.

ili) 7 = 0 si et seulement si H(K) = H N K est libre, mais R® Lxg = K
implique H(K) = R qui est libre par le théoréme 1.5.5.

iv) Pour cette partie, on aura besoin de beaucoup d’algebre commutatif
[Bou65, VII, §§1-4]. On appelle un réseau réflexif ’il coincide avec son
bidual. Pour a, idéal de A on pose

divie) = (] =Ax



qui est un idéal qui contient a. Si a = diva, alors a est un diviseur de Ag.
Un diviseur s’il est premier si est un idéal premier et les diviseurs premiers
coincident avec idéaux premiers de hauteur 1, qui sont principaux puisque
Ak est a factorisation unique. Tout diviseur peut étre écrit comme produit
des diviseurs premiers. Donc dans Ak tous les diviseurs sont principaux.
Soit a 'annullateur de 7', on veut démontrer qu’il est un diviseur. Puisque
div(a)/a est pseudo-null, X = diva7, lest et il est inclus dans Q/H.
Puisque H est réflexif (il est libre), les premiers associés & Q/H sont des
diviseurs, donc les premiers associés & X sont de hauteur 1 et par pseudo-
nullité, ils n’existent pas. Donc X = 0 et div(a) est dans I'annulateur de
7, a. Donc a = div(a).

v) N est pseudo-nul puisqu’il est la cléture libre d’un réseau quotienté par
le réseau.

O

__ Pour une composante K de Q, on a une projection naturelle de H vers
H(K), la cléture libre de H(K), qui nous donne, en tensorisant par Ax/PiAk,
un morphisme A, de H{"4(I'1 (Nop; Ok )) (par le corollaire 1.5.6) vers Hy,(K) =

H(K)/PeH(K).

Définition 1.5.13. Une forme propre normalisée f dans My (I'1(Nop); Ok )
appartient a IC si le morphisme A de Hy(I'1(Nop)) vers Q,, se factorise par .

Il faut que f soit ordinaire, par exemple. On a donc le corollaire suivant

Corollaire 1.5.14. On suppose K primitif et parabolique et soit d = [K : Lk].
Pour tout k > 2, Zk(IC) se plonge dans A2 (T'1(Nop; K)) comme sous-algébre et
il y a exactement d formes propres ordinaires qui appartient a K, de conducteur
divisible par No. Inversement, pour toute f ordinaire dans Si(I'1(Nop)), associée
a une forme primitive de conducteur divisible par Ny, il existe un unique K
primitif dans q auquel f appartient.

Démonstration. Soit L = AN K, qui est un réseau réflexif et donc libre de Ax
(par un théoréme de Serre, les A -réseaux réflexifs sont libres [Ser95, Lemma
2.2]). On a ensuite, en posant P = Py, que L/PL est plongé dans Lp/PLp. On
obtient donc

0—>Lp—>ﬁp—>ﬁp/Lp—>0

puisque £/L est sans torsion, sa localisation & P est libre sur Ap et puisque
Lp/PLp (qui annule le formes vieux) est un idéal de fip/ Pfip, qui est un anneau
artinien, il est donc semi-simple et Lp doit coincider avec A(K)p, puisqu’ils ont
pour le corollaire (1.5.6) le méme corps résiduel. Puisque Lp/PLp est semi-
simple, alors Lp = A(K)p est non-ramifié sur Ap (P engendre les anneaux
locaux) et puisque H(KC) est libre sur A, H(K)/PH(K) est libre sur Of. Mais,
puisque H(K)p = H(K)p est non ramifié¢ sur P, L/PL est un Ok sous-module
de Hy(K) avec le méme rang et par localisation, on plonge Hy,(KC) dans Lp/PLp.
Mais N
Fk = Hk(K:) ®OK K= LP/PLP

est un sommant direct, par semi-simplicité, de H{ 4 (I'1(N); K). [Hid85, Propo-
sition 4.4] nous assure qu’el existe d = [F}, : K](= [K : Lk]) formes primitives
ordinaires de conducteur divisible par Ny. En effet, cette proposition 4.4 est la
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formulation, dans le langage des formes ordinaires du théoreme 1.2.6, que nous
sommes en train de reformuler dans le langage de composants primitifs et pa-
raboliques. Pour 'autre sens, on démontrera cela indirectement, en calculant la
dimension de g(Nop; K) sur L et de S¢"4(T'1(Np); K) sur K. Pour s et ¢ tels
que ts|Np, on pose

[t]s = S(Ti(sp);Tk) — M(T1(Nop); Tk)
f = Zn a(nv f)qn — Zn a(”? f)qtn

qui induit par dualité un morphisme
[t]s : HO™(T1 (Nop); Oc) — H(T1(sp); Ox),

et soit ¢, s la composition de [t]; avec la projection de g(sp; K) sur p(sp; K).
On définit donc

¢ q(Nop;K) — D, plsp; K)
h = Y Pes(h)

Ce morphisme est injectif et, en posant d(s) = dimg, p(sp; K), on obtient

dimg  g(spi K) < 37 7(6)d(No/#)
t|No

pour 7 qui compte les diviseurs positifs de ¢. Par la proposition 4.4 de [Hid85],
on a

dim STy (Nop); K) = > 7(t)di(No/t)
t|No

ot di(Np/t) est le nombre des formes propres ordinaires associées aux formes
primitifes de conducteur divisible par Ny /t. On a donc di(Ny/t) > d(No/t) par
la premiere partie du corollaire, mais par le théoreme 1.5.5, on

dim g Sgm4(T1 (Nop); K) = dimg,. g(Nop; K)

qui nous permet de conclure et nous donne 'indépendance du nombre des formes
ordinaires primitives de poids k. O

Maintenant, on va introduire les modules de congruences, qui sont une me-
sure des congruences modulo p qu'une forme modulaire f satisfait avec des
autres formes modulaires. Soit comme précédemment

Fy, = Hi(K) ®0, K = Lp/PLp

et décompose
H7 4 (T1(Nop); K) = Fy, @ Ay

ou si K est parabolique,
7Ty (Nop); K) = Fy, ® B

et soient H(Fy) et H(Ax) (resp. A(Fy) et f(By))les projections sur Fj et Ay
(resp. Fy, et By) de H™4(I'1(Nop); Ok ) (resp. A1 (Nop); Ok ))-
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Définition 1.5.15. On définit les Ok -modules de p*-torsion, pour k > j(a),
ou k > 2 pour le cas parabolique,

T(K) = (H(Fy) ® H(Ag))/H (L1 (Nop); Ok ),
Ce(K) = (A(Fy) @ A(By))/A"*(T1(Nop); Ok).

Ils sont presque les fibres au poids k£ de 7 et C

Corollaire 1.5.16. Si nécessaire, on considére KC paraboliques. On a des suites
exactes

0 — Tp(K) — TIGK)/PTKK) — N(K;
0 — CuK) — CIKK K

pour k > j(a) (k> 2).

Pour expliquer le nom module de congruences, considérons le cas [K : Li]| =
1 et K parabolique, dans lequel cas £(K) = Ak, puisque A est intégralement
clos dans Lk et soit f(X) la forme A-adique comme avant. Posons f; =
flQa —i—p)k — 1), on a donc A(Fy) = Ok et cette projection correspond & A, le
morphisme associé & f. Supposons N = 0; alors, par le théoréeme 1.5.12, C est
isomorphe & A i /H(X)A et par le corollaire Cj, (K) est O /H((1 + p)*—1)Ok.
On sait que pour fr = f((1 +p)k —1) il y a un sommant direct, isomorphe a
Ok, dans A(F}), mais si le module de congruences n’est pas null, il existe un
autre sommant direct, qui correspond a autres formes modulaires g, qui sont
congruents a f; modulo Wy, pour wg uniformisant de Ok et r la valuation
wic-adique de H((1 + p)* —1). Donc,

il existe une autre forme modulaire g telle que fr = g mod b si et seulement si
Cr(K) est non nul.

Si N5 = 0, peut choisir H tel que H(P},) correspond au dénominateur de I'idem-
potent de Fj. Aprés ce corollaire, on aimerait bien savoir quand A est nul. On
se concentre sur le cas parabolique; soit donc R 'anneau local de 4 tel que
R ®n, Lx DK et on décompose

ROae Lk =K @B

et soient R(K) et R(B) les projections de R sur K et B. Par définition C(K; K) =
R(K)®&R(B)/R. Pour tout k > 2, R/P;’R est un anneau local de £2"%(I'y (Nop)); Ok

et décompose
R/PkR ROk K = F, ® By,

et pour R(F}y) et R(Bg) les projections de R/PxR, on a, par définition,
C(K) = (R(Fx) ® R(Bk))/R/PiR
et on a la proposition suivante [Hid86b, Proposition 3.9]

Proposition 1.5.17. Si une des conditions suivantes est satisfaite par R/PyR
pour un k > 2, alors Ny = 0.

i) R(Fr)® R(Bx) est intégralement clos dans R/PyR ®o, K ;
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i) R/PcR = Homo, (R/PcR; Ok) comme R/ P, R-module et R(Fy). intégralement
clos dans F},

Le méme critere existe pour K non paraboliques. L’importance des modules
de congruences est due au fait que Pannulateur de C(K; K), par exemple dans le
cas d’une forme A-adique, donne une interpolation p-adique (d’une fagon qu’on
précisera par la suite) aux valeurs de la fonction L(s, f) imprimitif associé a le
carré symétrique de fi qu’on définirai dans le troisieme chapitre [Hid88a).

1.6 Encore sur composants primitifs et modules
des congruences

Maintenant on utilise la définition alternative de |7,

fley = det(y)*2(cz + d) " f(4(2)).

Jusqu’a présent, nous sommes concentrés sur les éléments P, dans A, mais on
peut aussi considérer les Py = (1 4+ X) — (1 + p)(1+p)¥, pour ¢ caractére
d’ordre fini de I (i.e. ker(e) =T',) et, en faisant les bons changements, on peut
démontrer les équivalents des corollaires 1.5.6, 1.5.14 et 1.5.16 [Hid86a, §1].
Plus précisément, soit maintenant R, comme avant, une composant irréductible
de A(T1(N);Ok) et soit Z sa cloture intégrale dans K et A la projection de
A(T'1(N); Ok) sur T.

Définition 1.6.1. Pour un caractére ¥ de Z/NpZ, on dit qu’une composante
wrréductible K de q(T'1(Np); K), a caractére ¥ si K est dans la partie propre
associé a 1, q(T'1(Np), ¥ K).

On considere 'ensemble de @,-points du Ox-schéma Spec(Z)

X(I) = Homo,(Z,Q,)
AZ) = {PeX(T):P|arx = Pr,, ¢ dordre fini }

Les points du deuxiéme type sont appelés arithmétiques et pour tous P dans
A(Z), on note k(P) et ep le poids et le caractere des P|Ax et avec p"¥)~1 on
désigne l'ordre de ep. On peut toujours choisir K suffisamment grand, tel que
A(Z) soit Zariski dense dans X' (Z). Pour exemple, si d est le rang de Z sur Ay,
alors on peut substituer K par 'extension de K obtenue en composant toutes
les extensions de degré plus petit ou égal a d et on a que les points arithmétiques
sont alors Zariski denses (ils sont infinis).

Puisque 7 est réduit, un élément de 7 est déterminé par ses valeurs sur les points
arithmétiques. On a le suivant

Théoréme 1.6.2 (Théoreme de controle de Hida). Pour tout P dans A(Z) de
poids > 2, on a

A(T1(N); Ok) @ax I/ P = B3 (@) py, ep; OK)

pour @2 =Ty (p") NT1(Np?).
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Si on compose A avec P, par le théoreme de controle on a que
o0
fp =Y _PoXT(n))q"
n=1

est une forme ordinaire, classique dans Sy(I';1 (Np"), vepw*F)) [Hid86a, Co-
rollary 1.6]. On a la proposition suivante

Proposition 1.6.3. Les deux conditions suivantes sont équivalentes

i) Il existe P € A(T) avec k(P) > 2, tel que fp est primitif de niveau Np" ),
r(P) > 1.

ii) Pour tout P € A(T) de poids k(P) > 2 et avec la p-partie de pipw=" ()
non triviale, fp est primitive.

Si une de ces conditions est vérifiée, alors A (ou Z) est dit primitif. Si fp
est primitive et la p-partie de epthw*F) est triviale, par la théorie de Atkin-
Lehener, |a(p, fp)lp = p~¥/2+1 donc si fp est ordinaire, alors k = 2.

On définit un nouveau module de congruences C(\) = coker(d), pour

§: KD L(N); Og) @a, T — (K) ® A(B)

qui est plus petit de C(K; K) si R ne coincide pas avec Z. C ?est un Z-module de
torsion et il est fini. Avec cette définition, on a que la deuxiéme condition de ii),
proposition 1.5.17 est toujours vérifiée et souvent son annuateur est principal
[Hid88a, Theorem 0.1].

On introduit le tordu d’une forme modulaire pour un caractere. Soit x un ca-
ractere de Z/MZ et f une forme modulaire dans My (To(N'), ), on pose

flx =Y x(n)a(n, f)

et on sait que f|y est dans My(Lo(N'),¥x?), pour N’ = m.c.m.(M?,N).
On peut donc définir

[X] @ S(Ti(N);0x) — S(T1(N'p);Ok)
f — flx

Supposons maintenant que y soit primitif de conducteur M premier avec p. En
utilisant les définitions de la premiere section, on a

x(IXT = Ti[x]
pour tout ! premier. Puisque lim x(p)"™ = 1, I'idempotent e associé & T, com-
n—oo
mute avec [x] et on peut donc considérer

—ord

i STUTIN);0x) — STUTL(Np); Ok)

et soit 8”1 (N); Ox)l[x] Vimage de [x] et AT (N); Ok) la Ag sous-

algebre de Endy (gord(Fl(N); Ok)|[x]) engendrée par T, n positif. Par Ok-

dualité entre les formes paraboliques et leurs algebres de Hecke, on peut définir

Xt KUCL(N);Ok) —  KTT1(N); Ok)
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qui envoie 7j dans x(I)7;. Si on définit A°"4(I';(N); Ox) comme la A g-sous-
algebre de A°"4(T'1(N); Ok) engendre par T; avec (I,t) = 1, on a que I'image de

X* est dans ﬁg(i) (T'1(N); Ok). Pour tout morphisme primitif A (associé & Z) et
x caractere primitifs de conducteur premier avec p, on pose

N RN Ok) @a T S5 AT (N); O) @ T 25
UL (D1N); OK) @a T = T.

Cet morphisme peut ne pas étre primitif, mais il existe un unique morphisme
primitif associé & A’. Soit C(\’) le conducteur du morphisme primitif associé.

Définition 1.6.4. On définit
A®@x: RTHC(N); Og)On,, — T
comme le morphisme primitif associé a N et on Uappelle le tordu de \ par x.

On a 'important théoreme suivant

Théoréme 1.6.5. Soit P dans A(Z), k(P) > 2, A le Z-morphisme associé.
Soit i le caractére de Z, x un caractére primitif de conducteur premier avec p
et A® x le tordu de A par x. Pour fp et gp les formes modulaires associées a
X et A® x, epthpw ¥ P) g p-partie du caractére de fp on a

gp = (fp|x)° si eppw ) est non trivial
g% = (fplx)° si epppw ) est trivial

Démonstration. Par définition

gp|Tn = x(n)a(n, fp)gp pour n prime to NC(x)

Soit 1)’ le caractere de A ® x, on veut démontrer que v’ = x?; par définition
de T}z, I premier qui ne divise pas NC(x), on a

gp|(TF —Ti2) = Flep/w ™ P(1)gp
fPlTE = Te) = Flepypw™P)(0) fp

qui, combiné avec la premier formule de la preuve, nous donne ¢ = 1)x2. Puisque
on impose que A\ ® x soit primitif, par la proposition 1.6.3, si ep1)pw*F) est
non trivial, on & la premiere égalité. Si epyypwFF) est trivial, la deuxieme
égalité est vrai par la définition du tordu et de forme primitive associée. O

La derniere propriété que nous intéresse est la minimalité d’un forme mo-
dulaire; f est minimal si C'(f) < C(f]x) pour tout x, caractére de Dirichlet et
f est p-minimal si C(f) < C(f|x) pour tout x, caractére de Dirichlet définit
modulo une puissance de p. On a donc le corollaire suivant [Hid88a, Corollary
7.10].

Corollaire 1.6.6. Avec les mémes hypotheses que celles du théoréme 1.6.5, si
I3 est minimal pour un P dans A(Z), k(P) > 2, alors fg est minimal pour tout

Q dans A(Z), k(Q) > 2.

Ce qui nous permet de donner la définition suivante
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Définition 1.6.7. Soit A : A7 ('} (N); Ox) ®@a, I — T primitif. X est minimal
si pour un P dans A(T), k(P) > 2, fp est minimal.

On termine en définissant le morphisme [p qu’on utilisera pour construire
la fonction L en deux variables dans le dernier chapitre. On commence avec la
proposition suivante [Hid88b, §7].

Proposition 1.6.8. Soit T = Homy, (I, Ax). On a des isomorphismes cano-
niques de A(T'1(N); Ok)-modules et A(T'1(N); Og) @ IT-modules

Homp, (S(T1(N); Ok ); Ak) = A(T'1(N); Ok)
Homo, (S(T1(N); Ox) ® T; O) = A(T1(N); Ox) @ T
qui sont donnés par les accouplements suivants :
(h, f) (v) = a(L, flhy); (h @i, f @ ¢) = (h, f) (4(4)).

A s’identifie aux fonctions continues de I' dans Ok, puisque Ax est iso-
morphe aux mesures de I' dans Ok, comme on le verra dans le chapitre suivant.
Fixons H qui annule le module de congruences de Z, A la projection sur Z et soit
1k lidempotent associé & K dans ¢(I'y (NV); K). Comme corollaire de la propo-
sition précédente on a, pour tout P dans X (Z; O), k(P) > 2, 'isomorphisme

—ord = or
(S (0u(V); 0x) € T) [P) = Sy (@} p)sepi O,

ou le membre de gauche est définit comme les éléments qui sont annulés par P.
La décomposition de g(I'1(IV); K) induit une décomposition

Sy (@rpy epi K) = Kp(2 K) © Ap
et soit 1p I'idempotent associé & K p. Par définition de module de congruences,

on sait que H - 1x est dans A(I'1(N); Og) ® Z. 1l est clair que l’élément qui
engendre annulateur de Cy(K) correspond au dénominateur de 1. On pose

—ord s
Ix(g) = (H -1x,9) pour g€ S (I'1(N); Ok) ® T.
Sa restriction & S,‘c’(rl‘f,)(q)i(P), ep; Ok ) définit
1p(9) = Iy (9) = a(1, g|1p) pour g € SY(E\ (P} py,ep; K).

On a une formule explicite pour {p lorsque g est dans Sg(p) ('t (Np"), pepw ™) K)
si n > r(P) [Hid85, Proposition 4.5

ey el 9)

T(P)—np(n—r
(hp, fP) Npree)

Lp(gle) = a(p, fp) : (1.6.9)

. . 0 -1 L
ol hp = f&lk Np® g ) avec c¢ la conjugaison complexe.
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Chapitre 2

Fonctions L p-adiques

Dans ce chapitre, aprés une bréve introduction d’analyse p-adique, on don-
nera des exemples de fonctions L p-adiques classiques, les fonctions L de Kubota-
Leopold, qui ont trouvé des fonctions p-adique qui interpolent les valeurs entieres
de fonctions L de Dirichlet. L’idée a la base de cette construction est trouver des
mesures telles que U'intégrale de ™ soit, plus ou moins, L(—m, x) et puis, avec
I'isomorphisme entre les mesures et les séries formelles, on associera a eux une
série, qui nous donne une fonction p-adique analytique. Ensuite, on présentera
un’interprétation cohomologique des formes modulaires, qui nous permettra de
créer, de la méme facon, une fonction L p-adique pour la fonction L d’une forme
ordinaire.

2.1 Mesures et distributions p-adiques

Dans cette section, on donne les rudiments d’analyse p-adique nécessaires
pour définir les fonctions L p-adiques qui nous intéressent. Les références sont
[Hid93, Chapter 3]. D’abord, on veut étudier les fonctions f : N — A pour A
sous-anneau de C ou C,. Pour une tel fonction f, posons

et

Elle est bien défini puisque (i) est null pour z < n. En utilisant la définition,
on voit que f* = f et on peut aussi prouver que les {a,, }; sont uniques et on a
donc la proposition suivante

Proposition 2.1.1. Pour f : N — A, il existe une unique suite {ay}y telle que
fla) =00 an(3)-

Pour étudier les mesures p-adiques, il faut tout d’abord connaitre les fonc-
tions continues. La premiere considération qu’on fait est qu’une fonction conti-
nue de Z, vers un sous-anneau A clos de C, est déterminée par ses valeurs sur

41



N, puisque les nombres naturels sont denses dans Z, et par la proposition 2.1.1
une telle fonction a une unique série interpolante. Ce qu’on veut prouver est que
la série interpolante Y7 a, (Z) converge uniformément a f et pour faire cela
il suffit démontrer que |a,|, va vers 0 et ensuite les deux fonctions concident
puisqu’elles coincident sur N. On a donc le théoreme de Mahler

Théoréeme 2.1.2. Soit A un sous-anneau clos de C,, alors une fonction f :
Zp, — A est continue si et seulement si lim |a,|, = 0.
n—oo

On pose C(Zy; A) 'ensemble des fonctions continues de Z, dans A. Puisque
Z, est compact, on peut définir pour une norme, |f|, = maxgez,|f(x)|p, qui
coincide avec maxyen|an(f)|p, par inégalité triangulaire forte. C(Z,; A) est
donc un A-module de Banach.
On dit qu’une fonction A linéaire p : C(Zy; A) — A est une mesure bornée s'il
existe B > 0 tel que |u(f)|, < B|f|p et on appelle Meas(Z,; A) Pensemble des
mesures bornées. On notera avec plusieurs symboles la méme chose

w(h) = [ fan= [ rau

P

On définit une norme sur Meas(Zy; A), qui en fait un A-module de Banach,

llp = Supy g, 1 (|4(f)]p) = Sup;(|(H)lp/1f1p)-

Si f, — f uniformément, alors u(f,) — p(f) donc

wh) = nl;n;oiadf)u (@) B i“i(f G (@)

=0

e ((2)) o< A (2l < b

On a aussi le contraire, grace a Katz

qui converge puisque

Théoréme 2.1.3. Soit {b,}y une suite d’éléments de A bornée, alors on peut
définir une unique mesure p bornée telle que

/(Z)du:bn /fdu:g%bnan(f).

Toutes les mesures bornées peuvent étre obtenues de cette facon et |p|, =
maay by p-

Il est clair que p est donc déterminé par p(x?), mais il faut faire attention
parce que, méme si { (z%) } sont bornés, peut étre que { (%)} ne sera pas bornée.
Considérons maintenant Meas(Zy; Zy) ; il est clair que pour tout ®(7) = >, a, T"
dans Z[[T]] on peut définir une mesure pe en posant [ (¥)due = a,. Iy a
aussi une fleche inverse qui, a une mesure p de Z, sur Z,, associe

w3 ([ (o)

n=0
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On a donc un isomorphisme Meas(Zy;Zy,) = Z,[[T']]. Pour une extension finie
K de Qp, on a Meas(Z,; Or) = Ok[[T]] par extension des scalaires. On peut
définir un produit de convolution *

/f(x)du*u’ z//f(ff:+y)dudu’,

il respecte l'isomorphisme avec O[[T]] et il fait de Meas(Z,; Ok) une Ok-
algebre de Banach.
Pour une utilisation future, posons

R=A{P(t)/Q(t) : P(t),Q(t) € Zp[t] et [Q(1)[, =1}

1ag et on peut donc définir,

Il n’est pas difficile de voir que R est clos par 9,, =
pour F' dans R, la mesure pup telle que

/ (2) djir = On(F)in

et, en développant F(t) en série de Taylor en ¢t = 1, on a
> x
F(t) = d ™ T=t—-1
(t) ; (/ (n) NF) pour

et cela nous donne un plongement de R dans Z,[[T])].
On a que Meas(Zy; Ok) est un module sur C(Z,; Ok) en posant

[oasu= [ r@a@n.

Quelle relation existe-t-il entre ®, et ¢, ? On commence par le cas f(z) = 27,
pour z dans Ok, |z —1|, < 1. On a

o0

2=y (i)(z— )"

n=0
et aussi [ 2°dp = ®,(2) et on obtient donc
Dz, (t) = @, (2t) dans Ok |[[t — 1]].

Soit LC(Z,; A) 'ensemble des fonctions sur Z,, continues et localement constantes,
i.e. qui se factorisent par Z,/p"Z,. Fixons dans @p le sous-groupe de racines
p-iemes de I'unité p,n et soit K/ = K(upn); elles sont congrues & 1 modulo
I'idéal maximal de Ok/. Pour ¢ localement constante modulo p™, on a

pla)=p" Y " D )

CEppn beZ/pmL

Pour p dans Meas(Zy,; Ok ) on a donc dans Ok [[t — 1]]

Ty = [B10u=p" Y 6(b) D (T'PL(CH).

bEL /T CEppn
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On introduit maintenant le concept de distribution. Soit G = C' x Zj un groupe
topologique, ot C est un groupe fini. Posons LC(G; X) Pensemble de fonc-
tion localement constantes de G vers un espace topologique X. Si ¢ est dans
LC(G; X), il est facile de voir que ¢ se factorise par un certain G;, donc il
est dans C(G/G;; X). Une telle fonction ¢ correspond & une somme formelle
>gec/c, ?(9)g dans X[G/G;]. On a donc

LC(G; X) = lm C(G/Gy; X) = lim X[G/G].

K2 K3

Pour tout anneau topologique, on définit Dist(G; R) par

Dist(G; R) = Homg(LC(G; R), R) = lim Homg(R[G/Gi], R).

3

Par exemple, les distributions de Z,, vers Ok s’identifient a ’algebre d’Iwasawa
Ak, qu'on sait étre isomorphe & Ok |[[T]] et donc & Meas(Zy; Ok). Cela est vrai
dans un cas plus général, comme on verra ensuite.

Pour tout S ouvert dans G, posons xg la fonction caractéristique de S. 11 est
clair qu’une distribution p doit satisfaire

pixnee) = > Xntgrc,)
gEGi/Gj

pour tout j > ¢ et h dans G. La réciproque est aussi vrai; si on donne une
fonction p définie sur Pensemble {g + G, : g € G, j > i} qui satisfait cette re-
lation, alors p peut étre prolonger uniquement a une distribution. Soit R un
anneau avec une norme p-adique. On dit qu’une distribution u est bornée si
Supyg0,ecrccr)(@)p/1¢lp est borné. 11 est équivalent a demander que
|¢(9+ Gi)|p, pour i assez grand et pour tout g dans G, soit borné. Si on suppose
de plus que R soit fermé, alors LC(G; R) est dense dans C(G; R) et on peut
associer a toute distribution bornée p une mesure bornée

p(f) = lim p(f;)

pour des fonctions f; localement constantes qui tendent a f. Il est claire qu’on
peut associer a chaque mesure bornée une distribution bornée par restriction.
On a donc

Théoréme 2.1.4. Pour tout sous-anneau R de K, on a que chaque distribution
bornée peut étre prolonger uniquement a une measure bornée et que

Dist(G; Ok) = Meas(G; Ok).

On a donc, par exemple, comme Og-module,

1%

Dist((Z/pL)* x Z1; Ok) II oxlix,....x].

x€((Z/p2)*)"

On termine avec deux rappelle : si on choisit un générateur de T u (on a tou-
jours pris 1+ p, mais on peut choisir tout les éléments dans I'\I'z), 'exponentiel
définit un homéomorphisme Z, = I' qui envoie s dans u®.
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On peut définir une série formelle log(X) = > (—1)"*! XT tel que elle soit 'in-
verse de exp(X) = > % Comme série formelle, on a log(X?®) = slog(X).
Le logarithme induit une homéomorphisme entre I' et pZ,. Pour d dans T,
on pose s(d) = log(d)/log(u), on a u*¥ = d. Si d est un'unité dans Zy,
on pose (d) = w(d)~'d la projection de d sur T, on a dans la méme fagon
u?U@) = w(d)~'d. Cela nous sera trés utile ensuite.

Finalement, le théoréme de préparation de Weierstrass [Hid93, Lemma 7.3.1].

Théoréme 2.1.5. Soit F(T) une série formelle dans Ok|[[T]], alors F peut étre
écrit comme w§U(T)P(T), avec wx uniformisante de Ok, a > 0, U(T) série
formelle inversibles et P(T) polynéme distingué (i.e. monique et congruent a
T™ modulo w).

Avec cela on voit que un idéal premier de A i qui définit on Ok -point s’iden-
tifie avec un polynéme X —z, avec |x|, < 1. Si on cherche points dans extensions
de K, ils est claire que le polynome distingué peut avoir degré plus haut.

2.2 La mesure ( p-adiques

On introduit une mesure qui donne sur ™, a de coefficients pres, le valeur
¢(—m), qui sont dans Q. On fixe d’abord un entier a > 2, premier avec p et on
définit € : Z — Z tel que

5(”){ 1 sin#Z 0moda

1-a sinon

On définit ensuite

I VA S R R R G B ST ()14

W(t
®) Lttt +to 1—ta

on a que [Hid93, Theorem 2.1.1]

d

=) = () vl

En observant que
n d m
On = Com | t—
3 oo (1)

pour Cp, ., les coefficients de (2) dans la base 1,z,...,2". Par la premiere
définition de W(t), il est claire que la valuation p-adiques de 1’évaluation du
dénominateur en 1 de ¥ est 1 puisque a est premier & p. Donc ¥(¢) est dans
I’ensemble R définit dans le paragraphe précédent et il définit une mesure bornée.
On a donc

Théoréme 2.2.1. Soit a > 2, a premier a p. Alors il existe un’unique mesure
bornée on Z, (4, @ valeurs dans Zy, tel que

[ e == amgm)
Z

P
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2.3 La fonction L p-adiques de Kubota-Leopold

On suppose p > 3 de ici a la fin du chapitre. Le cas p = 2 n’est pas trop
différent des autres p, mais il y a des petites modifications & faire puisque Z; =
(ZJAZ)* x 14475 et en raison du fait que dans le dernier chapitre on supposera
toujours p > 5, on préfere ne faire pas ce cas-la. Avec la notation des paragraphes
précédents, on a

U(t) = @, (1)

Pour ¢ dans C(Z/p"Z; Ok ), on veut étudier ¢(, ; on sait que Py, est

B =Y p(m)t™ —ay glam)t™™.
m=1 m=1
Comme avant pour la fonction ¢ de Riemann, on a [Hid93, Corollary 2.3.2]

d

t—)"[D] ¥ (t)|t=1.

(U=

Si x est un caractere modulo p™ alors on le peut étendre sur Z, dans la fagon
evident et on a

L(=m,x —a™*'x) = (1 — a™* ' x(a))(1 = xo(p)p™)L(—m, X0)

ou xo coincide avec x si x est non-trivial, ou xo = 1 si x est trivial. On a donc
démontré la premiere partie de

L(=m, ¢ — a™ " ¢(az)) = (

Théoréme 2.3.1. Soit x un caractére modulo p™ primitif (pour x trivial soit
n=1), alors

/Z X(@)a™dC = (1 — ™ x(@)(1 — xo@)P™)L(=m, xo0)

P

Si x est un caractére pair, alors

1 B (1 —p)log(a) si x =1Id
| x@ag = { ~(1 = x(@)p " CO) Cpenyprzy< x () log(1 — <)

P

Démonstration. La premiere partie, comme on a vu, est vrai sans I’hypothese
que x soit primitif et si x(—1) = —1, cette intégrale est 0 (on envoie = dans
—z). En général U'intégrale de ™ est nul si x(—1) = (—1)™.

On suppose ¢ = 1 mod p. Soit ®(t) = log(ll_%:), qu’on peut écrire comme
une série formelle ® dans Q,[[T]] (T = t — 1). Puisque %h:l = a est dans
I’ensemble de convergence du logarithme, ®(1) est bien défini. Puisque 2!y (z)
est continue sur Z,, on peut définir la mesure p = x~x(2)(,. Par définition,
®,, =tL®, et donc (14 T)&®, = [x]¥, mais [\]¥ = (1 +T)2®,. Donc
® — @, est constante et puisque [x] annulle les costantes, alors ® = ®,,. Donc

| x@aT a6 = e = 3 ) 3 e

v bEZ /T CEppn

271 e

Si x est primitif et { = e*"'#™, alors
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et on obtient
[ x@etae =prGo X e,
Zr (bEZ/pn )
Si x est trivial, on a

P .
Z b _Jp—=1 si¢=1

sinon
b=1
Puisque ®(¢?) = log(1 — (%) — log(1 — ¢?), on voit que log(1 — ¢~%) apparait
deux fois dans la somme, avec coefficients —y(—b)~! et x(—b/a)~!. Puisque
x(—1) =1, on peut conclure si |a — 1|, < 1.

Pour a quelconque il faut d’abord introduire la fonction L p-adique, qui est
indépendant du a et donc le théoréeme sera prouvé. O

Puisque le support de x est dans Z,;, on peut restreindre les intégrales a Z,;.
On définit la fonction L p-adiques

Ly(s,x) = (1 = x(a)(@)" ")~ /Z xw ™! (2)(x) " dCa(2).

Si x est non trivial, alors L,(s, x) est une fonction continue sur Z,, mais si
x = Id, alors Ly(s,Id) = (p(s) est défini et continue sur Z, \ {—1}. Par la
formule suivante

Ly(—=m, x) = (1 = (xw™ ™ o (p)p™) L(=m, (xw™ ™))

on a que la fonction L, est indépendant de a.

On démontrera que L, est une fonction p-adique analytique (i.e. qu’'on peut
écrire comme série de puissance) sur Z, si x est non trivial ou méromorphe si
X = Id. On définit la mesure (,, sur I' en posant pour ¢ : I' — O

[ 600a6un) = | xw @l o).

Avec l'isomorphisme entre Z, et I' donné par ¢ : s — u®, on peut associer une
série formelle & la mesure (, , puisque

/ 4G (7) = / WA (G () = e (),
I

ZP
et on pose @y (1) = D+ (¢, . )(u't). On a donc

Lp(1=s,x) = (1= x(a)(a)") " Pax(u”).

Puisque u® = exp(slog(u)), ®q,,(u®) est une fonction analytique et les seuls
1—sy 1
)

poles de Ly(s,x) viennent de (1 — x(a){a) , donc il suffit étudier cette
fonction pour s = 1. Si x est non trivial, on peut choisir a (L, est indépendant

de a) tel que x(a) # 1 et (1 — x(a){a)'~*) n’a pas des zéros. Si y est triviale,
alors (,(s) a un pole simple, puisque

(a)” =1+ slog((a)) + O(s)

avec résidu 1 — p~!. Donc
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Théoréme 2.3.2. Pour tout caractére x pair, il existe une fonction p-adique
analytique Ly,(s, x) sur Z, \ {—1} tel que

Ly(—=m,x) = (1 = (xw™ ™ Ny (p)p™) L(=m, (xw™ ™))

pour tout m dans N. Si x est non-trivial, L,(s, x) est analytique ¢ s =1. Si x
est triviale, alors ,(s) a un pole simple avec résidu 1 —p~'.

Si x(—1) = —1, alors yw ™™ 1(=1) = (=1)™ et L(—m,xw ™" 1) = 0 et
donc Ly(s,x) = 0 puisque il est nul sur N. On a, dans tout cas, interpolation
p-adique aussi pour les caracteres impairs, puisque si x et m sont pairs, alors
xw ™™~ est impair. On termine avec le suivant [Hid90, Lemma 3.1], qui étend
ce théoreme

Proposition 2.3.3. Soit a un caractére primitif modulo Cp", C et p premier.
Alors pour tout a > 2, il existe une mesure ($ tel que pour tout caractére £ de
Zp = (Z/LpZ)* xT on a

; £(2)zy 1 = (1 =~ &ar(a)a™)L(1 — m, ag),

pour &1 la restriction de caractéres a leur p-partie.

2.4 Interprétation cohomologique des formes mo-
dulaires

On rappelle que pour tout I' sous-groupe de congruence, on avait défini une
surface de Riemann (resp. compacte) ¥ = Y(I') (resp. X = X (I')). Avec la
notation de I'annexe, S coincide avec les cusp, la compactification Y est la
compactification de Borel-Serre et I'g coincide avec le stabilisateur de la cusp s.
Posons, pour un anneau commutatif R, L(n, R) comme 'espace des polynémes
homogenes de dégrée n en X et Y. Par définition, L(n, R) = L(n,Z) ® R. On
définit I'action du M (2, R) sur L(n, R) par

) =P (3 )

pour v* = Tr(y)I —~. Explicitement, si v = < “ Z ) alors y* = ( d =b )

c —c a
et yP(X,Y) = P(dX —bY, —cX +aY). Nous sommes intéressés a la cohomologie
parabolique de Y (T") & coefficients dans L(n, R). Soit R = K pour K corps, on
peut calculer la dimension de H5(T, L(n,K)) sur K et on note que, si I' est
sans torsion, alors

dimg (S, 42(T)) = dimg (Hp(T, L(n, K))).

En fait, il existe un isomorphisme entre S,,;2(T") et H5(T, L(n,R)). Pour z dans
$, on considere la L(n, C)-forme différentielle 6, (z) = (X — 2Y)"dz. On a pour
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~ dans GL(2,R),

'7*671(2)

<(XY) ( 771(2) ))n (cz +d)*dz

_ <(XY)t'yL ( ! >)n (cz +d) " (cz + d)2dz
= (cz+d) " y0,(2)
On pose donc pour f dans Spa(T)
W(f) = 2 f (2)60(2).

Il est claire que y*w(f) = yw(f), donc w(f) est une forme différentielle dans le
faisceau de L(n, C)-forme différentielle sur T'. On fixe z dans §) et on considére

& ~(2)
6. (1)) = / Re(w(f)) € L(n, R).

Il est facile a voir que pour z, 2’ dans § et v, 7/ dans I' et = dans le stabilisateur
d’une cusp s de I" on a

600 = 02(N) = (=) [ Re(wl),
¢z(f)(75) = 'Y¢z(f) + ¢z(f)(7)a
6. () = (1—m) / Re(w(f)).

Donc ¢.(f) est un 1-cocycle parabolique dans Hj(T, L(n,R)) et sa classe ne
dépende pas de z. On peut donc définir ¢ : S,12(T') — Hp(T, L(n,R)). On a
donc I'isomorphisme de Eichler-Shimura [Hid93, Theorem 6.2.1].

Théoréme 2.4.1. Soit I' sans torsion, alors ¢ est un isomorphisme.

Pour prouver l'injectivité on introduit une accouplement A sur L(n,R) tel

que il soit non-dégénéré sur I'image de S,12(I") (puisque il coincide, & trans-
formations linéaires prés, au produit de Petersson) et tel que si ¢(f) soit nulle,
alors A(f,g) = 0 pour tout g et donc f = 0. On conclue avec la formule sur la
dimension de deux espace.
Maintenant, on veut définir les opérateurs de Hecke [['al”] pour les groupes de
cohomologie de Y(I') et Y/(I'"). Soit comme dans 1.2 [['al”] = [T'e; et pour 7y
dans I", soit ; dans I' tel que a7y = ;. Pour un cocyle u de I dans L(n, A)
on pose

ul[Cal](7) = Y agu(y)-

Si u est un cocycle (resp. cobord) alors u|[['al”] est un cocyle (resp. un cobord).
On définit les opérateurs T, comme dans 1.2. Soit u = ¢(f) et g = f|[lal’], on
a

¢(g) = ul[Lal")(y) + (y = D=

et donc ¢ respecte laction de #,12(T). Si on pose S(I')¢ ensemble de formes
modulaires anti-holomorphes, on a l'isomorphisme de Hecke-modules suivant

S(T) @ S(T)° = HL(T, L(n, C)).
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On fixe N et un caractere de Dirichlet xy modulo N ; nous définissons un I'g(N)-
module L(n, x, A) comme lespace des polynémes homogeénes de dégrée n en X
et Y avec 'action de T'g(N) suivante

YP(X,Y) = x(d)P(dX — bY, —cX + aY).

Il est le tordu par x de l'action définit avant. Pour k = n+2, soit S;(I'o(N),X)° =
{m 1 fe Sk(Fo(N),X)}. On a les théorémes suivants [Hid93, §6.3].
Théoreme 2.4.2. Pour tout N et tout x caractére modulo N on a

S(To(N), %) ® S(To(N), %)° = H(To(N), L(n, x, C)).
Si N =p* et x primitif ou N=1etn >0 ona

M (To(N), x) @ Sk(To(N),X)° = H' (Do (N), L(n, x, C)),

H'(To(N), L(n, x,C))/Hp(To(N), L(n, x,C)) = @ H" (To(N)s, L(n, x, C)).

ses
SiN=0¢etn=0 alors

M (SL(2,Z)) =2 Sk(SL(2,Z)) = 0,
HE(SL(2,2),C) = H*(SL(2,Z),C) 2 0.
Touts les isomorphismes sont isomorphismes de modules de Hecke.
Le théoreme précédent peut étre complété par le suivant

Théoréeme 2.4.3. Soit x primitif modulo p* ou a« = 0 et K un corps de
caractéristique 0, alors H*(To(N), L(n,x, K)), H5(To(N), L(n, x, K)) et aussi
HY(To(N), L(n, x, K)) sont modules semi-simples sur ’algebre de Hecke sur K.
En particulier, si x est non-trivial ou k # 2, alors
HIIJ(FO(N)a L(na X K)) = ﬁk(FO(N)a X K)Za
HCI(FO(N)vL(n,XvK)) = HI(FO(N),L(naX7K)) =
= h(Do(N), x; K) @ Hi(To(N), x; K).
Par semi-simplicité, on la décomposition

Hi(To(N), x; K) = h(To(N), x; K) ® E(Lo(N), x; K),

pour la partie d’Eisenstein de l'algebre de Hecke et il existe donc une section
(correspondante & un idempotent E) pour la projection sur E(T'g(NV), x; K). Si
K est le corps de fractions d’un anneau A, par exemple un anneau d’entiers d’'un
corps de nombre ou p-adique, on voudrais que cette section soit défini sur A, mais
cela n’est pas vrai en général, dii aux dénominateurs de la partie d’Eisenstein. Il
existe également un nombre 7 tel que nE soit dans Hi(Tg(N), x; A). On termine

-0 > qui agit sur H5(To(N), L(n, x, K)).

avec une définition; soit j = ( 0 1

On pose
H},(F()(N),L(n,X,K))i ={z € Hp(To(N),L(n,x, K)) : z|j = £(-1)""'z}.

Si K = C, alors H5(To(N), L(n, X, (C))i est libre de rang 1 sur A;(T'o(N), x; C)
et donc il est vrai pour tout corps de caractéristique 0. Explicitement, dans le
cas K = C, l'action est donné par w — j*(j*)w et f(z) — f(—2).
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2.5 Le symbole modulaire de Manin

Soit f une forme propre de poids k = n + 2 pour les opérateurs de Hecke et
A le morphisme associé. On a introduit dans 1.3 sa fonction L. On définit les
périodes 7, (f) = [~ f(2)z™dz, il est facile & voir que

m!
T (f) = m”ﬂm +1)

pour 1 <m-+1 < k—1.Si f est une forme modulaire pour SL(2,Z), alors Manin
[Man73, 1.2] a prouvé que les nombre 7, (f) sont essetiellement rationnels, au
sense que les rapports

(ro(f) : - sr(f)) et (ri(f) =+ rea ()

sont rationnels dans Q(A). Il est donc naturel essayer de chercher une fonction
L p-adique qui interpole la partie rationnelle de L(f,s) aux entiers entre 1 et
k — 1. Pour faire cela, on note que dans la formulation intégrale de L(f,s) on
fait I'intégration sur R% du caractere x(y) = y* par la mesure f(z)y~*dz. Avec
Pinterprétation cohomologique qu’on a donné, on peut définir une distribution
p-adique associé a f qui, intégrée sur ™ nous donnera les valeurs qu’on cherche
et puis comme pour les fonctions L de Dirichlet, on construit la correspondante
fonction L p-adique. L’idée de ce construction est due & Mazur pour le cas k = 2,
le cas d’une courbe elliptique, et puis pour tout k& & Manin, dans [Man73],
[Man74]. On consideére la compactification Y de Y (I') comme dans I'annexe
et soit K = Q(\) et A son anneau d’entiers. Pour tout r dans Q, la ligne
¢" qui connecte r et 0o est un cycle dans H'(Y®,UgdY;,Z). Puisque ¢ est
homéomorphe & R, on a un morphisme

Int, : Hl(Y(F), L(n,x,A)) — L(n, A)

qui est l'intégration d’une forme différentielle w sur ¢".

Soit  de HY(Y'(T'), L(n, x, A)) vers Hp(Y ('), L(n, x, A)) la surjection naturelle,
on voudrais trouver une section pour m, pour intégrer. Puisque pour K cette
section v est donnée par la partie d’Eisenstein, on choisit cela et on sait que nv
a valeurs dans L(n, A).

Fixons f forme propre normalisée dans Si(Lo(p®),X), f = Dopeqy MTn)q™ et
Y =Y (Ty(p*)). Supposons que A soit un anneau principal ; on pose

Hp(Y,L(n, x, A))* [\ = {z € Hp(Y, L(n, x, A))F : 2|T, = \(T)z} .

Puisque il est sans-torsion, il est libre et de rang 1 puisque sa extension a K a
rang 1. Soit donc d4(f) un générateur comme A-module. Posons

walpy = HECDT)

= mi(f(z)(X —2Y)"dz + f(—2)(X —zY)"dz),

qui est dans H5(Y, L(n, x, C))%[A]. On choisit Q4 (f) (appelée la période cano-
nique) tel que

wx(f) = Qe(f)ox(f)-
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On a donc

Int, (v(w+(f))) = Qe (f)Int,(6=(f)) € Qx(f)L(n, K).

On peut calculer

Int, (V(we (f))) = —% 3 (") (1 % (=1)7) j(=2mi) I L(f,j + )X 97,

=0 M

Si f est une forme modulaire sur SL(2,Z), alors Q7 (f) est le facteur transcen-
dant de ro; (puisque dans la formule ci-dessus on voit que l'intégral contient
seulement L(f,27 + 1)) et Q7 (f) est le facteur transcendant pour les périodes
impaires.

Si on prend un caractére ¥ modulo N primitif, alors on pose

S

Lifo s =y M)

Il exist un prolongement et un’équation fonctionnelle aussi pour cette fonction.

On a
N .
Soui (o N ) tyalestr) -

G IS @i +1)
(2mi)’ Qs (f)

ott le signe de Q4 est le signe de ¢(—1)(—1)7. On a donc que S(j, f ® v) est
algébrique et de plus, si on choisit d+(f7) = d+(f)? pour tout o dans le groupe
de Galois de Q, on a S(j, f ® )7 = S(4, f7 @ 1°). On veut donc trouver des
mesures p-adiques pour interpoler ces valeurs.

Soit N = p® et supposons que f soit ordinaire. Si N = 1, alors on change f,
en augmentant son niveau comme on a fait apres la définition 1.4.3. Posons
K' = Qp(\) et A = K UOg .1l nest pas nécessaire demander que f soit
ordinaire si on veut seulement une mesure qui soit interpolante (Manin dans
[Man73] pose seulement des hypotheéses de lipschitziennité sur les fonctions pour
lesquelles 'intégrale existe), mais si on veut que elle soit une fonction d’Iwasawa
(i.e. de la forme ®(u® — 1) pour ® dans Ok [[T]] comme pour les fonctions L de
Dirichlet), cette hypothése devient nécessaire. Posons

SU fey) =

)

c:p 7 — Homg (HN(Y, L(n, x, K)), L(n, K))

qui envoie s dans ¢(s) : w — Intg(w). Pour w dans HL(Y, L(n,x, K)), on définit
Cw 1 p % — L(n, K) par
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Par définition, c,(s) = c,(s+ 1) et donc ¢, se factorise par p~*°Z/Z = T,. Si
w|T}, = apw, avec |a,|, = 1, alors on définit la distribution sur Z) =y x T', en
se rappelant que I'y, 1 = p™Z,,

m

By (2 + p"Zy) = a;™ ( v ) co(2/p™).

On peut voir qu’elle est vraiment une distribution puisque elle respecte la rela-
tion de distribution et qu’elle est bornée. Il existe donc une unique mesure qui
la prolonge. Soit p, ; la projection de ®,, sur (?) X™M7IYY; elle est une mesure

dans K. On veut démontrer que p, ; = 29y, o5 pour faire cela, on suppose
que w soit entiere, en la multipliant par une constante opportune (on change
lap|p, mais pour cette partie on n’a pas besoin qu’il soit un’unité p-adique). Soit
donc ¢ dans C(Z), A) et ¢ une fonction continue localement constante de sur
Z/pk/Z tel que |¢ — ¢rl, < p~F, k' > k. Alors on a, puisque on a supposé @,
entiere,

!’
pF -1

o (1) or(z)a, ™ ( A ) co(z/p")

(z,p)=1,2=1
P -1

= "YYW 4 )Y 62/ ) (w)

=0 (2,p)=1,2=1
pF -1

" S G + ) e (2 /p) ) mod p

(z,p)=1,2=1
Z/¢(z)zjduw70 (7?) X" 7Y7 mod p*.
3=0

ol cj(z/pk/)(w) est le coefficient de X™=9Y7 dans ¢,(z/p* ). En prenant la
limite on a donc

Mo, = Z]M%O-

Soit w = v(6+(f)) et ®* la mesure correspondante, on a pour un caractére ¢
de (Z/p"Z)™

[ oo =y (5] e v (o 777 ) somt .

(2.p)=1,2=1

Donc si f est ordinaire de niveau plus grand que 1, on a une mesure pu* =
Hu(ss (f)),0 tel que pour tout caractere ¢ on a

¢)L(f ®‘¢71, 1+7)
(—2mi)’ Q=(f)
si le signe de p* est tel que 1 £ ¢~ (—1)(—1)7 est non null 1+ ¢~ (—1)(—1)7,

0 sinon. Si f est de niveau 1, alors

()1~ as P~ L © 67,1 4 )
(~2m) (/)

/qﬁ(z)zjdui = )\(Tp)_jprj it 0<j<k-1

[ ozt = 5y
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pour 0 < j < k — 1 et si le signe de u* est tel que 14 ¢~ 1(—1)(—1)7 est non
null, 0 sinon. « et 3 sont comme apres 1.4.3. Le facteur (1 —ag¢~!(p)p~177) est
différent de 1 seulement si ¢ est trivial et dans ce cas il est nécessaire, puisque
il est le facteur qui differe entre L(f,a) et L(f’,s), pour f’ la forme ordinaire
de niveau augmenté.

Pour f et 1 fixés, on peut donc définir

L evs) = [ 07 e,

oll py est pu, avec le signe choisi en accord avec 14 ¢~1(—1)(—1)7, tel que il
ne soit pas nul.

54



Chapitre 3

Les fonctions L en deux
variables pour le carré
symétrique

Le but de ce chapitre est la preuve de 'existence d’un fonction p-adique en

deux variable qui soit interpolant pour la fonction L de la représentation adjointe
a la représentation automorphe associée a une forme propre normalisée. Soit
h°"4(T1(N); Ok) T'algebre ordinaire de niveau N, T la cloture intégrale d’une
composant irréductible de A°"¢(T'1(N); Ox), A la projection de £°"¢(T'y(N); Ok )
sur Z, A(Z) le @p—points arithmétique de Z et v le caractere de Z. Pour tour
P dans A(Z), soit fp la forme propre correspondante & P o A\. On pose fp la
forme primitive associé & fp et 1 (resp. ') la restriction de 1 & (Z/pZ)™ (resp.
(ZJNZ)™ ) et thp = epthyw™*P) . Soit ro(P) le conducteur de f3, qui est donc
r(P) si fp est primitive ou sinon 0 (dans lequel cas 1 p est trivial).
A la représentation automorphe 7 (P) de GL(2, A) associée & la forme propre nor-
malisée primitive fp Gelbart et Jacquet associent le lift & GL(3, A) qui coincide
avec la représentation au carré symétrique et qu’on appelle 7(P). La fonction L
de 7(P) a une formulation comme produit d’Euler qui coincide pour tout [ au
dehors de Np avec D;(I~*(P)+1=5) on

Dy(X) = (1= ¢'¢p(l)a?X)(1 = "Yp(l)afX)(1 - ¢'4p()5°X),
pour a and 3 racines de
X2 —a(l, fp)X + ¢/ (DIF1
Pour tout caractére de Dirichlet y, posons
L(s, fp,x) = L(s = k(P) + 1,7 (P) ® X).

Cette fonction est la fonction L associé & la représentation adjointe de m(P),
qui differe de la représentation au carré symmetrique par le tordue par det™*
(Sym2 = det ® Ad) ; c’est indépendante du tordu de fp, donc on peut supposer
que fp soit minimale. Le valeurs critiques pour L(s, fp, x) au sense de Deligne
[Del79, Définition 1.3] et [Sch88, §1] sont compris entre 1 et 2k(P) —2, et corres-
pond aux n pour lequels x(—1) = (—1)"“7 et pour ’équation fonctionnelle on
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peut se restreindre aux entiers entre 1 et k(P) — 1. Il est connu par les travaux
de Sturm [Stu89], [Stu80] que

_Ln, fr,x)
(270)"—2Q(P)

est, pour n critique et Q(P) = (20)F(7)+172 (£S5 £2) algébrique et aussi p-entier
(comme on peut déduire de la preuve du théoreme 3.5.1).

On donne des rappels sur la théorie de “root number” ; comme on a déja dit, si
f est primitive de niveau NV, alors on a

b= (% o) =wonr

W (f) apparait dans I’équation fonctionnelle de L(s, fp) et par la philosophie du
programme de Langlands, on peut décomposer W (f) en parties locales. On pose
W, (f) la partie en p et W/(f) = W(f)/W,(f). On a, si 7(f), n’est pas super
cuspidal (si f est ordinaire, cela est le cas) et si f est p minimal de caracteére 1,
on a [Hid88b, 5.5bis],

W,(f) = (' (p)alp, £)p )" G(y),

ou rq est la puissance de p dans le conducteur de f et G(1) = 1.

On suppose toujours que 7 soit un caracteére primitif et posons respectivement
C(n), G(n), 0’ et m; le conducteur, le somme de Gauss, la partie prime & p et la
p-partie de 7. Soit £ un caractere de Dirichlet modulo Jp de conducteur divisible
par J et (Q, P) points dans A(A) x A(Z). Posons ng = &eqw!# @ §(Q) tel
que p®(@) soit p-partie du conducteur de ng et n = ¢’ T/JPT]C_gl. Maintenant on
définit le facteur d’Euler pour p pour la fonction L p-adique; soit

E(Q7P) = EI(Q7P>E2(QaP)a
avec

Ei(Q,P)=(1— n_lz/;'qpp(p))\p(Tp)_2pk(Q)_1) (wl(p))\P(Tp)_2>5(Q)a

et E9(Q, P), respectivement dans le cas fp # fp et fp = fp

{ (1 = n(p)p" =MD (1 — i yp(p)Ap(T,) “p?H P HD=2),
L.

On termine avec S(P) qui, si fp # fp ou ¥p est non trivial, est

1-— YepppHTt 1_ W' Yp ()P P2 [ (p)Ap(T})*" ro(P)
Ap(T;)* Ap(T)° o)

et -1 si fp = fp et ¢Yp est trivial (et alors k(P) = 2, comme on a dit apres
1.6.3). On peut donc donner le théoréme suivant

Théoréme 3.0.1. Soit \ : A"(T1(N); Ok) — I primitif et minimal. & un
caractére modulo Jp, de conducteur divisible par J et tel que £(—1) = 1. A
moins que £''~' est quadratique immaginaire et A a multipliction complexe par
ce corps quadratique (i.e. pour le caractére de Dirichlet de cette extension x_q4,
on a Ap(Ty) = x—a()Ap(T}) pour presque tout 1) alors il existe un unique L
dans le corps des fractions de A @ T tel que
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i) Pour tout H dans T qui annule C(\), alors HL € A®T
ii) Pour tout (Q, P) dans A(A) x A(Z) qui satisfont 1 < k(Q) < k(P)—1, on a

L(K(Q), fr, ¥p'ng")
(2mi) @D 2q(P)

L(Q, P) = ¢(Q, P)S(P)"'E(Q. P)

ol

o(P.Q) = (KQ) — DIC(ng)" P Gno)N "= W'(fp) ' G(vp) ¢/ ()@

3.1 Le changement de base de Gelbart et Jac-
quet

On introduit d’abord la représentation associé a une forme modulaire en
suivant [PS79a] et [PS79b]. Soit f une forme modulaire pour un sous-groupe de
congruence I'. Soient G = GL1(2,Q), L(f,s) comme dans 1.3 et définissons le
C-espace vectoriel

I(f) = {f(r(2)(cz +d) ™" : v € G}

11 est claire que G agit sur II(f) et donc on a une représentation de G. Hecke a
démontré que laction est irréductible si et seulement L( f, s) a un produit d’Eu-
ler. Il est donc équivalent au fait que f soit une forme propre pour les opérateurs
de Hecke. Chaque h dans TI(f) est fixé par un sous-groupe de congruence I'j, de
G et on considere la complété pro-fini G de G par rapport a ces sous-groupes. G
est donc un sous-groupe de ]_[p GL(2,Q,), ot le produit est restreint & GL(2,Z,).
On a donc une représentation 7 sur les adeles finies, qui se décompose comme
produit tensoriel restreint de représentations p-adiques. On peut ajouter aussi
une représentation sur la place infinie. Si on a deux telle représentations 7y et 7o
irréductibles, qui se décomposent en produit tensoriel des représentations m; ,
du groupe local G, alors sont les mémes si et seulement si il coincident sur tous
les places, excepte un nombre fini entre eux (Stong multiplicity one theorem).
Gelbart et Jacquet dans [GJ76] associent & une représentation automorphe 7
de GL(2) une représentation 7 de GL(3). Elle est isomorphe & le représentation
au carré symétrique de 7. On a

L(s,m®x X 7)
L(s,x)

pour 7 la représentation contragredient de 7. Il est claire qu’il ne dépende pas
du tordu de 7 par caractere. Il est aussi facile a voir que si 7 vient d’une forme
propre pour les opérateurs de Hecke, alors le facteur de 7 coincident avec les
facteurs d’Euler définis ci-dessus. On démontre ensuite que L(s, 7T ® x) satisfait
I’équation fonctionnelle

L(s,T®x) =

L(s,7®x) =¢(s,7@ ) L(1 -5, 7@ x ")

et souvent elle n’a pas des poles [Sch88, §1].
On introduit maintenant une autre fonction L, associé a la représentation carré
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symétrique d’une courbe elliptique [CS87]. Soit £ une courbe elliptique définie
sur Q, alors on y associe les modules de Tate

T(E) = lim E[I"], Vi(E) = T(E) &2, Q.

n

On a une action de Gal(Q/Q), puisque les points de torsion sont algébriques
sur le corps de définition de E. Soit H}(E) = Homg, (Vi(E),Q;) et Sym?(H}') le
carré symétrique associé. Sym?(H}') est explicitement le sous-espace de H}'(E)®
H}(E) invariant par Pinvolution z ® y — y @ z. Pour tout /, on a donc une
représentation p; de Gal(Q, Q) dans GL(Sym?*(H}')). Il y a une fagon canonique
pour associer a une représentation du groupe de Galois de Q un produit d’Euler
en choisissant, pour tout p premier, un groupe de décomposition et d’inertie.
Soit [ #£petV = SymZ(Hll)IP pour I, le groupe d’inertie de p, on choisit dans
le groupe de décomposition F'rob,, qui correspond au Frobenius géométrique
x +— x~P du corps résiduel, on a alors

D‘;(X) = det(l — pl(F’I"Obp)X|V) e [X]

qui ne dépend pas de [. La fonction L qu’on définit de suit satisfait la méme
équation fonctionnelle que la fonction L associé a 7 ci-dessus. Si F est associe,
par le théoréeme de modularité, & une forme modulaire f, on voit que le facteur
d’Euler D;(X) et Dj(X) coincident pour presque tout ! et puisque tout le deux
satisfont la méme équation fonctionnelle, ils doivent coincider, mais on peut voir
cela directement [Hid90, Proposition 6.1].

Maintenant on veut donner explicitement les facteurs de L(s, 7T ® x) puisque
on aura besoin de cela ensuite pour l'interpolation p-adique. Fixons f et soient
1 son nebentypus et m sa représentation automorphe. Posons a = ¥y, nous
sommes intéressés aux L(s,m ® a~t); posons L(s,m @ oy~ 1) le facteur a [ de
L(s,m® a~1), ol 7 et a; sont les parties locales de 7 et . Supposons que
a? soit non ramifié (sinon, L(s,m @ a; ') = 1) et soit p; (A dans [Sch88]) le
caractere de Q;° d’ordre deux qui sur ZX (le groupe d’inertie) coincide avec oy
(donc aypy est non-ramifié) n; la caractere de @ d’ordre deux qui n’est pas
ramifié (donc il est la valuation {-adic modulo 2). Posons [, 1) = C(f)/C(¥)
et quand on demande que al2 soit non-ramifié, on suppose toujours que «; soit
ramifié. On a don [Hid90, §6]

¥ = {l : m est super cuspidal} = {l : e(l) > 0,e(l) = 0 mod 2},
Yo ={l € ¥: a; est non-ramifié et m = wgn},
Y= {l cX: a? est non-ramifié et m; = m @ puy et M E MR ,uml} ,
Yo = {l S al2 est non-ramifié et m; 2 m ® u; et ™ = m ®,uml},

Yo {l IS al2 est non-ramifié et m; Em @ n E M ® 771} ,

= ={I|N : m est principale } = {I{|N : (N/C(¢y),1) = 1}.

Les expressions explicites pour chaque facteur sont les suivantes [Sch88, §1].
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Proposition 3.1.1. Sil € =, alors

Lis—k+1,m® a;l)—l — Dl(XO(l)l_s)(1_('(/)2X)O(l)a(f, ) l_s)(1—(w2x)0(l)l_s+k_1)

Sil e Xy (resp. X1, Xa, X3, ), alors

-1

Lis,m@a) = (1+a)l™)
Lis,m®a)™ = (1—aym(l)l™?)
Lissm®a)™ = (1+am(l)l™)
Lissmoa)™t = 1—a?()™®)

L’idée & la base de la preuve de cela est I’étude des poles de L(s, 7 @ a X T),
qui sont simples.

3.2 Les formes modulaires de poids demi-entier

On introduit maintenant les formes modulaires de poids demi-entier. D’abord,
pour un’extension quadratique Q(1/m), on pose X, le seul caractére de Dirichlet
correspondant a I’extension, qui correspond & le symbole d’Artin. On fixe, pour
un nombre complexe z, que \/z a argument dans (—7/2,7/2] et 2*/2 = \/Ek.
Considérons la série théta

@(Z) — Z 627rin2z
qui est associé a la forme quadratique x? définie sur Z. Posons, pour 7 dans
) _ O(7(=
J (7’ Z) - @(Z)

On peut voir que, pour ¢(d) = i si d = 3mod 4 et ¢(d) = —1 si d = 1 mod 4
[Kob93, III, §4 Theorem 1]

ir2) =@ (3) (ez )"

et donc

37, 2) = x=1(d)(cz + d).
On sait que d ne peut pas étre pair puisque 4 divise c.
On définit donc 'opérateur [ 27y pour k impair

Tlep1(z) = FO(E)0:2) " ez +d) " D72
= O (G) e )7

On définit alors, pour A un sous-groupe de congruence de I'g(4) I'espace Gy, /2 (A),
qui consiste de formes modulaires de poids demi-entier, comme 1’ensemble des
fonctions complexes et holomorphes sur $) telles que

flrs2y = f pour tout v € A,
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a(n/N, flxy) =0 pour n < 0 et v € SL(2,Z).
et on définit 'espace de forme paraboliques Py 2(A) en imposant que f soit
nulles sur les cusps. Avec la définition naif de l'opérateur | o7y, flp2y =

Fv(2)(ez+ d)_k/ ? on a que la seule forme modulaire de poids demi-entier
est 0.

On définit maintenant les formes modulaires p-adiques de poids demi-entier ; on
suppose que A contient I'1 (V) pour un certain N. Avec la g-expansion on peut
penser G(A) dans C[[g]]. Pour A sous-anneau de C, on pose

Gr2(A5A) = Gra(A) N Allgll,
Pria(A;A) = Prja(A)NAlg]l
On définit ensuite

gk/Q(Av@p) = gk/Q( @) ®@p7
Pk/Q(A7 p) = Pk/Q(A @) ®Qp7
comme sous-algtbres de Q,[[¢]]. Pour tout A sous-anneau de Q,, on définit

Gry2(A; A) et Prjo(A; A) par intersection avec Af[g]]. On pose aussi pour un
caractere de Dirichlet modulo N

Gryo(To(N), x; A) = {f € G(T134) : flryzy = x(d)f}
Si A est un corps dans @p ou C, alors on a
Gr2(L1(N); A) = Gyp2(I'i(N); Q) ®g 4,
Gr2(To(N),x; A) = Grya(To(N), x; QX)) Rqy) A-

Cela est di au fait qu’il y a une base sur Q (ou Q(x)) [Hid90, §2].
Soit K un’extension de Q, et Ok son anneau d’entiers, posons A(p") = AN
T'1(p") et on définit alors

Gr/2(A U Gr/2(A K) dans K[[¢"/"]),

Gry2(A(D™); Ok) = Gr2(AD™); K) N Ok [g"/N]],
GAWR ) K) = P Gmsr/2(A@); K)r=1,..., 00,
m=0

G(AP"): Ok) = G(AW); K) NOk (g r=1,...,00

Si K est un’extension finie de @), alors il est complet et on peut considérer
la complété des espaces ci-dessus par la topologie p-adique de K[[¢'/V]]. En
particulier G(A(p™); K) est l'espace des formes modulaires p-adique de poids
demi-entier. Dans la méme fagon on construit les espaces pour les formes para-
boliques.

Théoréme 3.2.1. Soit A un entre K et O, I'o(4) D A D I'(N) pour N
prime a p. Alors, pour tout r > 1, G(A(p"); A) et P(A(p"); A) coincident avec
G(A(p™); A) et P(A(p™); A).
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Démonstration. On démontre le théoreme seulement pour A = Ok, r = 1 et
G(A(p"); Ok ), puisque les autres cas sont similaires. Notons d’abord que © est
une unite dans Z[[g]] et ella n’a pas des zéros dans $). Soit M = M(A(p); A),
qui est la complété de Mo = B2 My (A(p); Ok). Soient G = G(A(p*); Ok)
et Go = G(A(p); O). Il est claire que Gy et G sont des modules sur Mg et M
par la multiplication dans Og[[¢*/V]]. Soit A le corps des fractions de M et soit
©72M dans Og|[[q"/N]]; il est la complété de @2 M par la norme p-adique.

Soit Y, = A(p")\ 9 et X, sa compactification canonique. Posons C. les cusps de
X, et S, les cups de X, qui ne sont pas ramifiées sur X;. Si on pose A I'image

de A dans SL(2,Z/NZ) et Uy = {i ( é ﬁ‘ ) ‘u € Z/NZ}7 on a

Co = A\ SL(2,Z/NZ)/U.

Une cusp s est non ramifié sur Xy si et seulement si ses stabilisateurs dans
A et A(p") coincident. On se réduit & s = oo et on voit que son Upy,r dans
SL(2,Z/Np"7Z) est normalisé par les matrices triangulaires supérieures et on a

donc
g - Co x (Z)p"Z)" si —1¢A
" Cox (Z)pZ) ) {-1} si —1€A

On peut donc définir I'espace C(Co x Z,', Ok ) de fonctions continues vers Of.
Comme on a déja vu, on a une action soit de SL(2,Z/NZ) que de Z, sur M,
on peut donc définir un plongement

¢ 072 M — C(COXZ;’@K)((QN))
f — e aln, o(f)g"N,

ot a(n,u(f)) : (s,2) = a(n, flsz).

Pour s dans Cj, on pose
vs(f) = min {n: z— a(n, f|sz) est non-null sur Z },

X ={feO0M:u,(f) > —v,(0%)/2 pour tout s € Co},
Xy = {f €XNO2Mjg: f est holomphe en tout s € C; \ Sl} .

Maintenat, posons t = p"(p — 1) et E; pour %Et et définissons
Gn =E; —p' ' Ee|[p] = Eo|(1 = T}).

On a Gt =1 mod p™ et a(0, G, |y) = 0 pour v dans SL(2, Z)\I'y(p). Pour justifier
la deuxieéme affirmation, notons que SL(2,Z)\ T (p) est T'o(p) < _01 (1) To(p)

et que un 7 dans SL(2,Z) \ T'y(p) commute avec T, et que T, ne change pas
a(0, f). Puisque © 2 M, est dense ©~2M, on a pour f dans X que f = lim f,.

n— 00

Si on choisit m suffisamment grand, alors G™f, est dans Xy et G™f, est
tres proche a f,, et alors on a que Ay est dense dans X. Puisque © envoie
M (i—1)/2(A) dans G, /5(A), on a que OX D G, mais il est clair que Gy O OAp.
En prenant la complété on a le théoreme. O
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On sait que si o dans I'g(4) normalise A, alors I'action f + fl; /o0 préserve
Qk/Q(A;@) et cela induit une action de o sur gk/Q(A;@p) qu’on écrit avec la
méme notation. Pour z dans Z,°, on définit sa action sur Gy /o (A(p’“);@p)

fllz= z(k+1)/2f\k/2a, flz= z(k_l)/2f|k/20 =271z (3.2.2)
51
0

ou T'g(N), alors on définit I'action de Zy = ZX x (Z/NZ)™ par

Iz, 0) = x=1(Q=2* V2 fli a0, f1(2,¢) = x=1(Q)=7" flIz (3.2.3)

pour o dans I'y(4), 0 = < 2 ) mod p” et 0 = I mod N. Si A =T1(N)

. [zt o0 - (¢t oo
ouo = 0 2 mod p” et 0 = 0 ¢ mod N. On prolonge ces ac-

tions sur G(A(p"); Q,) et on a le théoréme suivant [Hid90, Theorem 2.2].

Théoréme 3.2.4. Soit A=K ou Ok, alors les actions ||z et |z (resp. ||(z, ()
et |(2,¢)) préservent G(A(p"); A) et Ga(A(p"); A) (resp. G(I'1(Np"); A) et
Gr/2(G1(Np"); A)) et se prolongent sur leur complété.

On a pour k impair et &’ dans Z un produit
M (A(p"); Ok) X Gry2(A(P"); Ok) = Grrsry2(A(p"); Ok )
donné par la multiplication dans Og[[¢*/V]], qui induit
M(A(p"); Ok) x G(A(p"); Ok) — G(A(p"); Ok )

qui est uniformément continue pour le norme p-adique. On peut donc donner
une structure de M(A(p); Ok )-module & G(A(p™>); Ok) et on a pour f de poids
entier et g de poids demi-entier

fglz = flzgllz pour z € Z,f ou z € Zy si A =T1(N).
Dans la méme fagon on a un produit
G(I'1(Np); Ok) x G(I'1(Np); Ok) — M(T'1(Np); Ok)

qui satisfait fglz = f|z - gz
On peut définir les opérateurs

t] : G(i(Np);Ox) — G(I1(tNp); Ok)
f=>,an, fg" — 3, aln, fg™

qui induit une morphisme de G(I';(Np), x; Ox) vers G(I'1(tNp), xx¢; Ox) et
TNpr

_ [ F(1Nprz)(Npr)H4 (—iz) ™2 si f € Gryo
f|TNp1' = f(_l/NprZ)(Npr)—k/Z(_iz>—k si f c Mk-

Au moins d’un facteur (—i)", il coincide avec Typr définit dans 1.3. On a

9 { 1 sur Gy, /o
(

T - = N
Np —0)"  sur M.
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Si on a une fonction ¢ sur Z/Mp°Z on peut définir 'opérateur de tordu de
G(T'1(Np), Og) vers G(I'1(NM?p), Or), qui est explicitement donné par

a(n, f|¢) = (b(n)a(n» f)

On peut généraliser le tordu pour toute fonction continue ¢ de Z, x Z/MZ;
on prende une suite des fonctions localement constantes ¢,, qui convergent uni-
formément & ¢ et on pose f|¢ = lim f|p,. Si M =1 et ¢ = Idg,, alors on a
n—oo

Popérateur de dérivation d tel que a(n,df) = na(n, f). Puisque eod = 0, on a
e(fdg) = —e(gdf)

On introduit les séries d’Eisenstein de poids demi-entier, soient & > 0 impair
et & un caractére de Dirichlet modulo Lp” (L et p premiers entre eux) tel que

_ (k=1)/2
&(=1) = (~1)* /2, on pose

—2s

k—1 . _ .
B pp(z,56) = L2s+k—1,6) Y &xrprx—1 7 (012 i, 2) 7,
YET o \T'o(Lp™)

k—2m k —m

Eyja(z,m;€) = (2m) 7 (Lp") (=) {(2?/)%]51:/2(27 —m;ﬁ)} |k/2TLpr-

Sion pose Ej /(&) = Ei2(2,2—k; ), alors on a que Ej/5(§) est dans les formes

modulaires de poids demi-entier Qk/g(Fl(Lpr),fg@) et, par p la fonction de
Moébius, sa expansion en série de Fourier est

) iy ko3
-k Y e (Fhen) X g i) T
" cinly
(3.2.5)

On définit donc les opérateurs de Mass-Shimura

1 s d
Oy= — [ 4 =), 0" = 0srgp - Dypos
ST o <2iy+dz>’ s Ustarm2 T2t

alors pour m impair entre (k —1)/2 et k on a
Ek/Q(z7m;£) = 8;/2E]72(Z,2 - ]76)7

oui=(k—m)/2et j =2m~+4—k. Si f est une forme modulaire de poids s, alors
Os [ est invariante par l'action de poids s 4+ 2 mais pas forcement holomorphe,
puisque

(57) () = LN + )2 = estea-t )" ) + (x4 )" - 10)

y o v = y_l(cz + d)2 — 2ci(cz + d).

On a alors
Oflury = 5 (e PG +0)7 4 LG+ )
1 s(cz+d)?  2sci(cz + d) —9
= 5 (( i 5 > f(2)(cz+d)" "+
res(es + )7 () + 1))
= asf
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On peut faire le méme calcul pour les formes de poids demi-entier.

3.3 Séries théta et formes modulaires quasi-holomorphes

Dans [Shi73] Shimura présente les séries 6, qui peuvent produire beaucoup
d’exemple de formes modulaires de poids demi-entier. Soit n la dimension d’un
espace vectoriel réelle, A une matrice symétrique réelle de dimension n, N un
entier positif, o un entier non-négatif et P une fonction sphericale de poids a.
Cela signifie que P est une fonction de R™ vers C tel que si « est 0, alors P est
constante, sinon

Px) = 3 Bilq Ax)°
i=1

pour x dans R”, 3; dans C et ¢; dans C” tel que ¢Ag = 0. On choisit h dans
Z"™ et on définit pour z dans 9 la série

mbtAm

0(2, h, 147 ]\77 P) = Z P(m)627riz aNT
m=h mod N

Suppons maintenant que A et NA~! ayant coefficients dans Z et que Ah soit
dans Z, on a alors

a

Théoréme 3.3.1. Soit v = ( c b ) avec b = O0mod 2 et ¢ = 0 mod 2N,

d
alors

0(v(): h, A, N, P) = #7553 ¢(d) " (de;A) (5) ez + &) " b(z50h, 4, N, P).

Soit ¢ un caractere modulo r et a tel que ¢(—1) = (—1)%, posons
1 «— ;
0(0) =0(2:0) = 5 n;@ d(n)n e,
On a le corollaire suivant

Corollaire 3.3.2. Pour 6(¢) comme avant, on a

023 0) = ola) (T ) a2 00100

Elle est donc une forme modulaire de poids 1/2 ou 3/2 et niveau 4r%. Si ¢ est
primitif modulo r, alors

0 (i) = (177 G(o)(-2riz) *F 00533

472z

On définit maintenant le formes modulaires quasi-holomorphes. On pose
pour A un sous-anneau de C et m un entier positif N™(A) comme 'espace de
fonctions définies sur ) qui ont comme expansion de Fourier & I'infini

o0
- n(z+h)
f= Z a(n,y)e?™ i pour M entier et positif et 0 < h < 1

n=1
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ou les a(n,y) sont des polynémes en (47ry)71 de dégrée plus petit ou égal a
m, a coefficients dans A. Soit A un sous-groupe de congruence et k£ un entier
ou demi-entier positif. On pose N (A; A) comme le sous-espace de N (A) de
fonctions f tel que

F(v(2)p(2)72 € Ni*(A; C) pour tout v € SL(2,7Z) et

¢ : $ — C holomorphe et tel que ¢(2)? = cz + d,
fley = f pour tout v € A.

Si 9 est un caractere de A d’ordre fini, on pose avec de conditions similaires
N'(A,4p; A). On donne deux résultats du & Shimura, [Shi76].

Lemme 3.3.3. Soit g dans N"(Lo(N),v;C) avec k > 2m, alors

m
9= Z a/?—Qngn
n=0

pour g, dans Mk72n(F0(N)a s (C)

Démonstration. On écrit

2=y "gn 9(1(2))(cz +d)” Zy‘”fn
n=0

Par substitution de z et y dans la premiere expression et par confronte des
coefficients de y~™ on obtient (cz + d)*™ ¥ gm(¥(2)) = fim(2) et fm = ¥(d)gm
si v est dans I'g(N). Donc gy, est dans My_o,,(To(INV),9;C) et g — cOF 5., 9m
a degré en y plus bas. On conclue par récurrence. O

On peut donc définir pour k > 2m
H : N (To(N), b3 A) — M(To(N), ¥; A)

qui envoie g dans gg. Et on peut faire le méme avec les formes modulaires de
poids demi-entier. On a le lemme suivant

Lemme 3.3.4. Soit f € Sp(To(N),;C) et g € M(To(N),x;C) avec k =
L+ 2m, alors (f,0]"g) = 0. En particulier, (f,H(g)) = (f,g) pour tout g €
N (Co(N), 45 C).

Démonstration. On a une expresion de 9;" en polynéme sur % [Hid88b, 6.6].
On écrit donc g = Y 07 byq™ et

a;”g:i (—4my)i~ c]Zb n’g"
3=0

et

) 1 m
/0 vt | Foradady = (4m) " Dls = m. £.9) 3 iT(s 4+ = m).
=0
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Mais dans la méme facon que le théoreme 1.3.3 on a que 'intégrale a gauche est

[D?QEZ_z(z, s+1—kx)y*

ou E}_,(z,s +1—k;1x) est le série d’Eisenstein en deux variables de poids
entier

Bi (s +1-k&= > €Mity.2) i)

V€l \To(Lp™)

Donc, au moins d’une constante, (f,0]"g) est le residue en s = k de D(s, f, g),
qui est holomorphe, donc on a le résultat. O

Si on définit le produit de Rankin entre f dans Si(I'o(INV),v) et g dans
G1/2(Lo(N),€) comme

D(s, f,g) = L(2s — 2k — 1+ 3, () 3 2 )blm0) n5/2 .9)
n=1

alors on a le lemme suivant [Hid90, Lemma 4.5]

Lemme 3.3.5. Soit f, g et D(s, f,g) comme avant et ¢ la conjugaison complexe,
alors on a

(47) /20 (3/2)D (s, 1,9) = {1, 9B7 1ol 5+ 2 = 2hs §ox_n )y /2 HH)

= (—i)" <fC|kTN,g|z/2TN (E;_I/Q(z,s +2 = 2k &y o)y /DT k) |k7l/27'N>N

I1 faut noter qu’on a mis dans la définition de D(s, f, g) a(n, f) et pas a(n, f),
qui explique f¢ = f(—Z) dans le lemme. La deuxiéme égalité est du a

(Flemns hleTn) = (fo 1) s (9liy2™N) (Br—12)|k—1/278 = " (9Ek—1/2) kTN -
On termine avec le lemme suivant

Lemme 3.3.6. Soit g € G;/5(I'1(N);C) et h € Gy 2(T'1(N); C) alors
H(gaz/zh) = (‘UTH(haf/zg)-
Soit g € Gij2(T1(N); Q) et h € Gio(T'1(N); Q) alors

H (g0, 5h) = e(gd"h).

Démonstration. Pour r = 0 il est claire. Soit f une forme modulaire de poids
2r+(I+k)/2 et soient ¥, ¢ tels que 0;4;¢¢ ait le méme poids que f. Il est facile
a voir que 0;1 ;¢ = Y0;¢ + $0;1 et donc pour 3.3.4
(f,00i9) = = (f, 90;0) .
Soit ¢ = 62/2"9 et Y = k/2 Lk, alors on a
<f’ 8f/zn96k/2 > <f, ‘91T/2n+1 81?/th>
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Par récurrence on n, on a

(1,908 s20) = (=177 (1, 021)

et on conclue par 3.3.4 et le fait que le produit scalaire de Petersson est non-
dégénéré. Pour la deuxiéme partie, par [Hid88b, 6.6], on a que H(g@,’c'/Qh) =
gd"h+d szt d"gn+1, qui suffit puisque eod = 0. O

3.4 Mesures arithmétiques et mesures généralisées

Soit T un espace topologique avec une partie finie et une partie isomorphe
a Z, comme dans 2.1, on défini

Définition 3.4.1. Une mesure arithmétique est une fonction O -linéaire p de
C(T; Ok) vers G(I'1(J); Ok) tel que

A1 1l existe un entier impair k tel que
| ot € Gaiare)@)
T

pour toute ¢ dans LC(T; Ok).

A2 is existent un caractére ¢ : Zy — O et une action continue Zy; x T — T
tel que

w(@d)|z = 25D 2p(2)u(¢l2) pour toute ¢ € C(T; Ok),
ot P|z(t) = ¢(zt) pour z dans Zj et t dans T.
A3 Il existe une fonction continue v : T — Z, tel que, pour z dans Zj on a
v]z(t) = zpv(t) et d(p(9)) = u(ve)

pour d Uopérateur différentiel et ¢ dans C(T;Ok).

On dit que k/2 est le poids de p.

Si Iyp = p (ie. a(n, u(@)) = 0 pour tout ¢ si p divise n), alors p est super-
singuliere.

Sty a valeurs dans Py 2(L1(Jp>)), alors p est cuspidale.

On a le lemme suivant [Hid90, Lemma 4.1].

Lemme 3.4.2. Si p est une mesure arithmétique super-singulier, alors p est
cuspidale.

On donne quelques exemples de mesure arithmétique; soit C)’;n la mesure
défini dans 2.3.3, on définit la mesure E sur Z;, dans Ok

ZEENED DR LD DRIy IR

Zr -1 w2t2|n,
n=4 (ut, Lp) = 1,
(n,p):l uw>0,t>0
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Soit & un caractére modulo Lp” tel que £(—1) = (—1)(’“1)/2 et ¢ = 521(,]“73)/2,
on a alors
(k—3)/2

Pl(ut®)acy, = &(ut?)(ut?)

f(z)zék_g)mdcbn
ZL ZL

= g(ut®) ()1 - P LB — £)/2,6x0)
Puisque x, corresponde a le symbol d’Artin, on a que si n est positif, alors
Xn(=1) =1 et si n est négatif x,(—1) = —1; en confrontant 3.2.5, on a donc

£h320E = { (1 =& OV EL (@1, sié(-1) = ()T
7, p 0 sinon

(3.4.3)

On voit donc que pour tout ¢ continue et localement constante, on a
#(2)z,dE € Gpy3/2(T1(Lp™); Ok)
ZL

puisque ¢ est combinaison linéaire de caracteres. Puisque LC(Zp; Ok ) est dense
dans C(Zp;Ok), par continuité elle a valeurs dans G(I'o(J); Ok). On a les
propriétés suivantes pour toute ¢

- E(9)|z = zE(¢]2)

- E(9)[1, = E(¢)

On définit alors la mesure £ sur Z; X 7y,

L., vz =a (( [ eerzar)n).

On peut voir donc que £ est une mesure arithmétique super-singulier, avec
I'action de Zy, sur Z) x Zy, donnée par

2w, 22'),

2(w,2") = (2,

caractere ¢ trivial et v(w,z) = w. Pour donner un autre exemple, soit V' un
Q-espace vectoriel de dimension [ impaire et v une forme quadratique définie
positive. Soit S la forme bilinéaire associé. Fixons un réseau L dans V tel que
Z D v(L) et soit L* le réseau dual. Posons A = [L* : L], qui différe par un carré
du detA, si A est la matrice associé a S. Soit

W={zel" :v(x)eZ}

et M le plus petit entier tel que Z O Mv(L*), il est facile a voir que 4|M. Pour
tout ¢ : W/Lp" — Q, on a que (cfr. théoréme 3.3.1 pour A la matrice associé &
v, N=1)
1 _
0(¢) = 3 ;/\J(ﬁ(w)q”(w) € Gi2(T'1(M); Q).

Posons W = @W/Lpr; on peut prolonger naturellement v sur W et elle a
valeurs dans Z,. On définit I'action de Z;; sur W par la multiplication de Z sur
W et soit

WX ={xeW:v(x)€Z,}.
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On prolonge 6 sur C(W;Ok) et par continuité elle a valeurs dans G(I';(M)).

Sa restriction & W* est, par le théoréme 3.3.1, une mesure arithemtique super-

(—1)t=D/29A
d

singulier de poids [/2, caractére ¢(d) = et v=v.

Si on a une fonction n spherical sur V' de poids «, elle induit par continuité une
fonction sur W et on a que -6 : ¢ — 0(n¢) est arithmétique et super-singulier
de poids 1/2 4+ « et méme caractere que 6.

On va maintenant définir les mesures p-adiques généralisées et les mesures
de convolution, qu’on utilisera dans le paragraphe suivant pour construire la
fonction L p-adique en deux variable qui nous intéresse. Soit Z comme dans 1.6.

Définition 3.4.4. Soit Meas(T; Ok )R0, I la complété pro-fini de T-module
Meas(T;Ok) @0, Z. Un élément de Meas(T; Ok )®0, L est dit une mesure
généralisée sur T x X(Z; Ok).

Si T = A, alors Meas(T; Ox)®0,Z s'identifie avec Meas(T x T'; O ). On
peut donner & 7 une structure d’Ok-algébre de Banach avec la norme Nk, .
Puisque 7 est libre sur Ag de rang d, on a toujours un isomorphisme d’espaces
topologiques linéaires

Meas(T; Og)®0, T = Meas(T x T; O ).
Si P est dans X (Z; O), alors pour le morphisme Ap : Z — Ok, on a
Id® Ap : Meas(T; Og)®0, L — Meas(T; Ok)

puisque Meas(T;Ok) = Meas(T; Ok) ®o, Z/PZ. On denote par ®p l'image
de ® par cette morphisme. On a le lemme suivant [Hid88b, Lemma 3.3]

Lemme 3.4.5. Si X est dense dans X(Z), alors toute les mesures ® dans
Meas(T; Ok )R, I sont determinées par leurs images ®p, pour P dans X.

Avant d’introduire les mesures de convolution, on donne un résultat d’algebre
commutative qu’on utilisera en suite [Hid88b, Proposition 7.1]

Proposition 3.4.6. Soit A une Ax algébre fini et plat, M un A-module com-
pact et M* = Home,. (M, Of). S’il existe un systéme projectif de A-modules
tel que

i) M = lim M; comme A-module ;

ii) Les fleches de transiction p;; sont surjectives;

iii) M; est un Ok -module libre et fini pour tout i

Alors

i) M = 1&1((1131 M;) ®0, Ok /p"Ok) comme A-module ;

ii) (M*)" =2 M comme A-module

iii) L’accouplement
(Y: M x M* — A

qui & m, m* associe la fonction (m,m*) (a) = m * (a-m) est parfait.
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L’exemple qu’il faut rappeler est ’algebre de Hecke ordinaire.

Soit J premier avec p et L un multiple de J. Posons A; et Ay les algebres de
groupes Ok|[[Z;]] et Ok[[ZL]]; soient M un A j-module compact et U et V deux
Ap-modules compacts. Dans la suite, on aura toujours M = Meas(T; Ok). On
choisit un caractere o de Z;, dans OIX( et on définit I'action tordue par o de Zj,
sur C(Z1; Ox) par (8la2)(2') = a(2)6(2'2).

Soient F : C(Z;O0k) — U* et o : M* — V* deux morphismes de Ay -modules
pour l'action tordue par . On suppose qu’il existe

m:U*®V* — S (Lp); Ok)
tel que
m(u ® v)|a = m(ula ® v|a).

On peut penser a le formes modulaires de poids demi-entier avec les deux action
|z et ||z de 3.2.

Soit M*®@U* la complété p-adique de M*@U*, on peut la identifier avec I'espace
Hom.(M,U*) des morphismes Og-linéaires et continue en mettant sur M la
topologie pro-fini et sur U* la topologie p-adique [Hid88b, Lemma 8.1]. On
définit Paction de Zp, sur C(M x Zp; Ok) par

Flz(m,z) = F(z7'm, zzx) pour F € C(M x Zp;Ok).
On définit donc la fonction E.(F') : M +— U* pour F dans C(M x Zr; Ok) par
B.(F)(m) = [ (PI2)(m.1)aB(:).
L

On peut voir [Hid88b, apres Lemma 8.1] que E,(F) est une fonction continue de
M vers U*. Puisque toute F' dans M*®C(Z1; Ok) peuvent étre pensées comme
fonctions sur M x Zy, on peut définir

E,: M*®C(Z1;O) — M*QU*.

On regarde maintenant ¢. On la prolonge sur M*®@U™* vers V*®U™* par 'identité
et on pose B
¢ : M*QU" — S(T'1(Lp); Ok ) par mo ¢ ® Id.

On peut donc définir la mesure de convolution E % ¢ = ¢ o E, qui nous donne
un morphisme de Aj-module si on défini naturellement ’action tordue par «
de Zp, sur C(M x Zp; Ok) par

¢llaz(m,z) = a(z)(m, zz).
Soit comme toujours Z la cloture intégrale d’'une composante irréductible de
A" (Np); Ok), A la projection sur Z primitive et v le caracteére associé. On

introduit I'opérateur de trace tordu T/, pour L prime a p et N qui divise L.

On a

T'y(N,L/N) = {(‘(’; )aEdE1modN,L/N,czOmodNbEOmodL/N}

) (1)
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et on définit M(I';(L); O )[t)] comme la sous-algebre de M(I'1(L); Ok) des
éléments f tel que f|¢ = (¢)f pour ¢ dans (Z/NpZ)™. On définit donc T}y

comme la composition de

[N/L] : M(T1(L); O )[¢)] — M(T1(N, L/N); O[]
et de lopérateur de trace

Tr : M(Ty(N,L/N); Og)[Tr] — M(T1(N); Ok ).

Cette construction est compatible avec 'idempotent e.
Posons & la restriction de « & (Z/LpZ)™, on peut donc définir

—ord

U M*QC(I;0k) = M*@C(Z1; O[] — 87 (D1(N); O ) [¢)]
U=eoTryoFEx*p.
On peut donc définir la mesure généralisée E xy p = 1) o (¥ ® Id) :
(MRI)" = M*&C(T; Ok) ®a, I — Ok,

pour [y comme dans 1.6. Pour tout Og-point arithmétique P de Z, on peut
évaluer F *) ¢ dans P et on a pour ¢ dans M*

(E 5 ¢)p(¢) = H(P)lp o Ty n 0 e(@(m — Eu(z — a tepypw ™) ()28 (27 m)))).
(3.4.7)

3.5 Deux théoréemes

Soit comme toujours Z la cloture intégrale d’'une composante irréductible
de A°"(T'\(Np); Ok), X la projection sur Z et C()\) le module de congruences
associé. On suppose A primitif.

Maintenant on utilise la définition alternative de |7, pour v dans GL*(2,Q)

Fley = det(1) 25 (7, 2) 7" F(7(2)),

pour k entier ou demi-entier et j(v, z) choisi de conséquence (avec ou sans le
caractere). B

Soit p: C(T;0k) — G(T'1(J); Ok) une mesure arithmétique et super-singulier
de poids 1/2 et caractere ¢ et L le plus petit commun multiple de J et N.
Théoréme 3.5.1. Soit b € Z; et 0 # H € T un éléments qui annule C()).

Alors il existe une unique mesure généralisée ® € Meas(T (’)K)@I tel que pour
tout (P,m) dans A(Z) x Z avec

1
og2m<k(P)—l% et H(P) #0

et pour tout ¢ € LC(T;Of) tel que il existe un caractére d’ordre fini & de Z;
vers Oy pour lequel ¢(zt) = £(2)d(t) on a

+1

(1- ¢P(§1<P1)71(b)bk(P)_T_m)_15(P)H(P)71/T%md@p =
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(amet ) D(l+2m, fp, (&) Tspe)
(2mi) " Q(P)

pour Q(P) et S(P) comme pour le théoréme 3.0.1, B le plus petit entier tel que
1(9) € Giy2(To(Jp?), E) et

= c(l,m, PYW'(fp) "' G(vp) 'alp, fr) "p°

e.m P) = N HE g 1y O ()

Démonstration. On veut utiliser la mesure E * ¢ définie précédemment ; soient
M* =C(T;0k), U* = G(T'1(L); Ok) et V* =PI (L); Ok). Z, agit sur M*
par

#ll=2(t) = 2,720 (2)(z1)
pour z; la projection de z sur Z; et ¢”(m) = ¢(m) (%/J) Soit ut = [L/J]opu

une mesure a valeurs dans P(L; Ok). On a compatibilité avec l'action 3.2.3
pr(9)||z = u*(¢]|z), puisque on a ajouté ¢ et x_1 qui viennent de A2 et xr/;
qui provient de [L/J]. On pose que laction de Zj, sur C(Zr; Ok) est tordue
par lidentité, i.e. ¢||z(z) = z¢(zz") pour le caractere « = Id. On prend E
la mesure d’Eisenstein de 3.4 et p” pour le morphisme de M* vers V* et soit
® = L 'E ) u*. On fix k et r pour k(P) et r(P).

11 faut donc évaluer H(P)_1 fT dpv™d®p qui par 3.4.7 est donc (attention qu’on
a changé 'action sur C(T; Ok))

lpoTpNo e/ / eptw F(2)2k H(gr™)| |z dEdp” =
TJz,

=lpoTyno 6/ ¢deuL/ 0(z) 223124 E
T 7L

pour j =l +4m et n = Epwx,L/J(gpfwk)_l. Par la dérivation des fonctions
composées et A3 on a

d(u*(9)) = (L))" (ve).
En plus, puisque p est super-singulier, on a u(¢)|1p = u(¢) et par les formules
e(fdh) = —e(hdf), e(h(f|1p)) = e(f(h[1p))

on a donc que la formule devient

(—J/L)"poTynoe (;ﬁ(@dm /Z n(z)szj?’)/QdE) . (3.5.2)

L

On utilise 3.4.3, la deuxieme partie de 3.3.6 et la définition de E(g,_j)/2(n) et
on a

(1= mu (07~ (—J /L) 1p o Ty y 0 eH (ML(fi))afgk_j)/zE(zk—j)/z(ﬂ))

Par 1.6.9, si on pose g = H (,uL(¢)8{§k7j)/2E(2k7j)/2(77)) et si son niveau est
Lp® on a donc

H(P)™'(1- m(b)b(%‘j‘””)*lL/ o ddp =
T

72



)(k—1) (hellP”"], 91T N ) gy

— r—B,(B—r
a’(pa fP) p <hP,fP>Npﬁ )

ou hp = f&|k < N(;,. _01 >, avec ¢ la conjugaison complexe. Mais on a

(hellp” ™), 9T n Y o =(L/N)* (hpl[Lp? 7 /N, 9) s
(L/N)k(Lpﬁfr/N)*k/z <f1g|TLpﬁ,g>Lpﬁ

(/N2 p R0 2 (g0, i (8)08 2 Bion—y/2(0))

LpP '
Par la formule suivante
1" (@) = (L)) (1|70 ) T1p0)

la définition de Eox_p)/2(2,2k — 2 — 2m — [;n) et le lemme 3.3.5 on a donc, si
0<2m<k—(1+1)/2

(Thlreps: 1" ()02 Ben-pam)), =

L
2 l ) . Ji_k L\ ¢
- D(l+2m,f,u(¢)|TJp/ﬁ)ikF(m+1)F< m; >2§k7r§1(Lp’8)i 2“(J> :

Pour terminer, il faut evaluer (hp, fp). Si fp est primitive et 1p est non trivial,
on a alors on a hp = (=1)*W(f)fp et donc

(hp, fp) = (L)W (f) (fp, fr).

_ PYp(p)pt !

Sinon, on a fp(z) = fp(2) ooy Jp(pz) et avec le méme calcul de

[PR88, Lemma 27] on obtient

(hp, fo) ppo " (k)2 ( w'wp@)p“) ( w'wp<p>p“>
— = (-1)W a\p, 1-— . 2 1-— . 2
Uonfony WUl fe) L a(p. fr)

et on conclut avec les formules pour W (fp). O

Corollaire 3.5.3. Soit 6 la mesure arithmétique et super-singuliére définie dans
3.4 et n une fonction spherique d’ordre a.. Si

1
O§2m<k(P)—l%—a et H(P)#0

on a alors

(1= p(Gapr)  (FEIm= 5 =2 Lg(P)H(P) ™! /Wx ney™dep =

= (420, m, PYW!(fp) " G(op) alp, fp)pP etz DL O 200 T, DO Taryr)

(2mi)> ™ et S g (p)
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On définit maintenant

L(s, 1) = [ [(Dix17*)),

l

la fonction L imprimitive associé a le changement de base. On peut ’écrire
comme le produit de Rankin de f et de la série théta 0(x) = £ >°,,c, x(2)n%q"
olt a est dans {0, 1}, tel que x(—1) = (—1)“. Enfait on a [Stu80, Chapter I1]

oo

/OO (/1ﬁ0(x)dx> /271y = (4m) 75/ (s/2) Z 25/2 =
0 0

et par les formules de la proposition 1.2.8 on a, pour x pair

L(s, f,x) = L(2s — 2k — ZX ,n2s/2

On veut donc spécialiser le corollaire 3.5.3 dans le cas [ = 1 pour avoir inter-
polation p-adique pour L(s, f, x)-

Soit A, (X) = (1 + X)le(z))/1e(w) "on peut donc démontrer

Théoréme 3.5.4. Dans la notation du théoréme 3.5.1, soit & un caractére de
Dirichlet modulo Jp de conducteur divisible par J tel que £(—1) = 1. Soit D
comme ci-dessous
- D:(X—Y)(AQ(X) <2>—A2(Y)) St ’L/}l §1w et wg L _2( ) +1 et N
impaire,
- D = (Ay(X)(2) — Ax(Y)) si & 1w™2(2) = £1 et N impaire mais 11 #
§1w,
- D=X-Y sit; =&w mais si & w2(2) # £1 ou N paire,
- D =1 sinon.
Alors il existe L dans le corps des fractions de A ® T tel que, pour tout H
qui annulent C(\), DHL € A®Z et pour (P, ., P) dans A(A) x A(Z) tel que
n# k(P) —1 ou¥?(2) # £2w*(2), on a

L(n, fp,"Ype e 0
Q(P)(2mi)" 2

L(Py.,P)=c(Pye,P)S(P) ' E(n,¢/tpe ' ™)

)

ot on pose C(efw™"+1) = Jp°,

W (fe) T Glp) T (p)?

P P) = (1= IO Gl )
et S(P) et E(n,n) comme dans le théoréme 3.0.1.

Démonstration. On pose v la forme quadratique 22 sur Q et on choisit JZ
comme réseau, dans la notation de 3.4 on a donc M = 4J% et W* = Zj et
T =T. Soit 1 un caractere de Dirichlet modulo Jp® de conducteur Cp® . On
pose

05(n) = /WX n(w)wz‘de tel que n(—1) = (-1)*, a = 0,1,

= %Zno(n)n q :

nez
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pour 79 le caractere primitif associé a 1. On a la formule suivante

Osn) =Y u(tno(t)i*0c (n)|[t*].

t|(Jp/C)

Si, comme dans les hypotheses du théoreme, C' = J, alors on a par le corollaire
3.3.2
05|72y =

—n0(Jp) = (=)*G(n) (0o (™) — p"n5  (0)0c(n ") |[p?]) si 6 = 0 et & =1
(3.5.5)

G(mbc(n=)sis =4 >0.
(3.5.6)

—1/2

(=1)*(Jp")

On prend £ comme dans les hypotheses et ® comme dans 3.5.3. On veut
calculer

/ elw "W T AP p,
W X

pour 0 <n < k(P)—1,n=amod 2, n = a+2m, avec 0 < 2m < k(P)—a—1.
Explicitement, il faut évaluer

D (1 +a+n, fp, (/ 5(<w>)<w>nf(w)d9J> |a+1/274J2p25’> :
WX
Par 3.5.5 et 3.5.6 appliquée & n = e€w™™ on a, si p ne divise pas C(eéw™™),
(Jp) 7 (=i)*Glegw™) (p"alp, fp)? — € " (1))

X(1 = (Ypd'etw™)(2) 22 Ln + 1, fp, ' petw™ ).
Si p divise le conducteur, p°||C(s€w™™), on a alors
(JpP) T (i) G e€w™ ™) x

(1= (py/e€w™) (2212 L(n + 1, fp, W' dpet” ).
Pour tout ¢ dans C(T'; Ok ), on choisit ¥ dans ARZ tel que

1 [* _
[ oware =3 [ g e,
r w
On choisit b tel que (b) = u engendre I' et on pose

Hi=1— & 0w i)+ Y)(1+X) 7!
Hy =1 — (€ w™%(2))°((2)) 2 Ax(Y)? Ao (X) 2
L= (H HyH) "W
Puisque (1+X)(Py, ) = e(u)u™ et A(X)(Pnc) = e((1)){1)", on a que L satisfait

les hypothese du théoreme par le corollaire 3.5.3 et puisque H; n’est pas une
unité si et seulement si wléflw_l(b) est 1, qui est équivalent a ¢, = &1 w puisque
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(b) engendre T" et Hy n’est pas une unité si et seulement si (z/)f_lw_Q(Q))Q =1
Dans ce cas, on a Hay = ((2) A3(X)) 7% (A2(X) (2) — Az (Y))(A2(X) (2) + A3 (Y))
et seulement As(X) (2) — A2(Y) n’est pas une unité.

11 faut noter que le facteur E1(Q, P) interpole le facteur extra qu’on a par laction
de 7, 52,250 sur la série théta et E2(Q, P) interpole les facteurs de différence en
p entre L(s, fp,n) et L(s, fp,n); enfaite si fp n’est pas primitive, alors ¢p =1
et le polynome de fp est X? — Ap(T,)X, mais le polynome de fp est

X% —alp, fp)X + ¢/ (p)pH D,

et on sait que Ap(T},) est la racine de ce polynéme qui est une unité (cfr. la
construction aprés 1.4.3) et donc I'autre racine est ¢/ (p)p* ") =1 /Ap(T,). O

Dans le cas ¥; # &w on a que £ n’a pas des poles en X — Y. On peut
améliorer cela avec

Proposition 3.5.7. On a que L est finie en X — Y au moins que '¢'~' est
quadratique imaginaire et A a multiplication complexe par le corps correspondent

a wlglfl‘
Démonstration. On veut démontrer que pour tout P dans A(A) on a que L(P, P)
est nul. Il faut donc évaluer [, ¢v"d®p pour n = k(P) — 1, e = ep, 2m =

k —1 — a. On évalue donc 3.5.2 dans ces valeurs, pour la mesure 0 ; introduite
avant et n = xy_p¥&éw ™! qui est y_p9'¢’ pour hypothese ¥ = & w. On a

lpoTyNoe <9Ldm wléle(z)zpldE> )
ZrL
Par 3.4.3 et le théoreme 2.3.2 on a que

W'Ex-1(2)z, 'dE =0
Zr,

si x—p9¥'&" # xn pour un certain n qui divise L (w est impair, donc ¢’ (—1) =
(—1) =1let x_r(—1) = —1). Soit alors L = x?M pour M sans facteurs carrés,
puisque a(n, () = 0 si n n’est pas de la forme m2L/(4J?). On a alors que

a (n, oLqm w'f’x_L(z)zgldE> £0

Zr,
implique que n/t est une norme dans F' = Q(1/M/t), mais puisque A n’a pas

multiplication complexe, alors il existe [ qui reste prime dans F' et tel que Ip o
T, = alp pour a # 0, mais puisque [ n’est pas une norme dans F', alors T}

annulent (n, §%d™ fZL W€ x_1(2)2p dE) et alors Ip aussi annule intégral. [
3.6 La preuve

On a défini dans 3.1 les ensembles ¥; et = pour une représentation au-
tomorphe 7. Maintenant, pour la représentation 7(P) associée & fp, on veut

considérer les ensembles X;(P) et Z(P). On peut démontrer que ces ensembles
dépendent seulement de A et ils sont donc indépendants de P [Hid90, §6] et
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donc on n’écrira pas le point P dans la notation. On introduit donc les facteurs
suivants

Eo= [[ (144 0720 ) AY)/A(X)),

By = iiolu_lz U_(l — e ()T ALY S AUX),
By = l:ll_[;(l_+ Ve W) (1) AY) [ AU(X),

Bz = 16_[25—3w2£‘1w‘3(l)<l>_2Az(Y)2/(A(Tz)2Az(X)))
E= l;?:ElE2EE.

11 est facile a voir par la proposition 3.1.1 que E est tel que
L(n, fp,¢/dpe "¢ Y) = B(Pac, P) 7 L(n, f7,¢/pe €7 1w,

si E(Py.e, P) est non-nul et si 1 <n < k(P) (qui implique E(P,, P) presque

toujours non-null). En fait, dans la notation de la proposition 3.1.1, on a o =
wip™!. Le seul facteur qui a besoin de précision & faire est E=; en fait, il
faut noter que a(l, fp)a(l, fp) = (*F)=H/2 On définit donc les facteurs pour
la fonction L(1 — s,7(P) ® a~!) puisque on aura besoin d’utiliser 1’équation
fonctionnelle ensuite.

By =[] 0+ v ew®)Ai(X)/A(Y)),

IS

Bi= J] -y law®AX)/AY),
leX1UX3UE

By= J] (+v " ew®)A(X)/A(Y)),
1€XUY3

L=TJa - @™ AaXx) /AT,
le=

E' =E\E|E}EL.

On définit donc un élément L = E~'L dans le corps des fractions de A @ T
et on pose, pour P dans A(Z), Ep(Q) = E(Q,P), Lp = L(Q,P), Lp =
EpE;l. Par la formule dans le théoreme 3.5.4, on a donc trouver une me-
sure généralisée qui interpole, a mois des facteurs en p, la partie algébrique de
L(n, fo,v"pe 11w 1), Posons donc C = C(£) et ¢’ = C’(z//_lf) et on
définit U, qui est une unité dans A ® Z, par

P GE(CNG R TE) (CC) Aci(X)
VY = 00 A (X) A (V)

Si ¢p est trivial, alors 77!/71 =epw P et on a

U(P,.. ) = YLGECIGE )
. &e(C)G(EN (Y™t :
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Si on pose comme dans [Sch88, Corollary 2.6]

o 1 (GO Y T Lm 4k~ 1, /)
I(m7fPa77) - ((27TZ)m> k-1 <f]037f](—2’P> 7

pour a = 0,1 tel que n(—=1) = (=1)" " et 2—k(P) < m < 0sia = 0 et
1<m<k—1sia=1.SivYp est trivial, alors on a pour n = ¢’ " twnle™!

U(Pue, P)Lp(Pae) =(=1)" 12O 2N MW (7)1 S(P) 'L (n) x
_1.n—k+1
x CWE) T B(Pue, P)I(n—k+ 1, f7.m).
Toujours dans le cas 1p trivial, on a donc

U(Pn75,P)LP(Pn75) — (—1)k_122k(P)_2N_k(P)/2W/(fP)_1S(P)_1,U/(€wl_(n§.fn)_k+l)7
3.6.1

pour p la mesure définie dans [Sch88, Theorem 5.3] avec A = ¢/~ 1€ et f = fp.
Ainsi Schmidt met des hypothése sur p (qu’il n’existent pas de [ tel que 0 <
11 — o/ (1)%12k2 (l,fp)74|p < 1), p est définie dans le corps des fractions des
mesures p-adiques sur Z, et cette formule est vraie pour presque tout P, c.

Si on pose, dans le cas p triviale, pour n = /¢ "t le7!

I(m, f3,n) = T(k +m — 1)C ()™ "= I(m, f3,1), (3.6.2)

3

c<%<P>®w's"1>=e<0ﬁ<P>®¢'£"1>( G ) ,

P E(=1)C ()
M@'e ™) = C'e ") 3C@R(P)).

On peut donc déduire de I’équation fonctionnelle de L(s, fp,n) la formule d’in-
version suivant [Sch88, Proposition 2.7]

I(m, fp,n) = C@(P) @ '€ " HM(y'e' ™) ™™y " n(M(y'¢'™1))2r (1 — n?m ) m, 3,
3.6.3

En substituant 3.6.3 et 3.6.2 dans 3.6.1, on a donc
U(Pac, P)Lp(Poe) =W'(fp) ' S(P) 1 2M P INTHP2O@(P) @ 0/e ™) x

x E(n,m)M(y'¢ ™) 7Ry Tl (M (e ) x
xT(k—n)I(k—n, fo,nY).

On a que le deux deuxiemes lignes dépend p-adic méromorphiquement de P, .
et 2NC(7(P) @ ¢'¢' ") n'est pas divisible par p (¢p est trivial). On peut donc
trouver une unité V(X,Y") dans Z,[[X, Y]] tel que

V(Ppe, P) :22k(P)_1N_k(P)/QC(§I:(P) ®T/)/fl71)><
x Mg TR T (M (e )
:2*151_1( (1][] 5/ 1)) ( ( )®¢§ )M(w/g/fl)—2x
{aveane DY (e ™) e awe ),
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Essentiellement,
V(X,Y) = cost x Ayni/zprqprer—1)(Y) Aprggrer—1y(X) 7
On définit donc L' = V7IUL et on a donc
L'(Pye, P) =W (fp) 'S(P) ' E(Py e, P)T(k — n)I(k —n, fp,n7").

Si on pose Lp(Q) = L'(Q,P), alors par [Sch88, Theorem 4.1] il exist une
constante Cp,, qui dépende de P et de poids de @ (Schmidt 'appelle v,,) tel que,
si €71 n'est pas quadratique imaginaire avec ¥’'¢~1(—1) = —1 ou &w #
alors

CpnEpLp € Ok[[X]],

ou sinon

(1-(1+Y)/(1+X))CpnEpLp € Ok[[X]],
ou le facteur (1 — (14+Y)/(1+ X)) donne par évaluation dans (P, ., P)

1 —ufF e tep(u)

qui doit donner un facteur comme dans [Sch88, Theorem 5.3, mais ep = b *w*,
Y1 = &w et w(u) =1 on a alors

1 —uf e e u).
On appelle le premier cas Cas I et le deuxieme Cas II. On note que
1-14Y)/1+X)=(X-Y)/(1+X).

Les facteurs premiers de E; pour ¢ = 0,1,2 sont (1 + X) — 2(1 +Y) pour
2 € u ppe. En fait, pour s tel que (I) = u® on a pour Ey

S

AYX) = ptwPu A (YY) = [T (A + X) = Gu™ (1 4Y)),

i=1

pour ¢; racine s-iéme de 'unité (s est dans pZ,). Pour ¢ = 1,2 on peut voir cela
dans la méme fagon. Et dans la méme fagon on voit aussi que les facteurs de E!
pour i =0,1,2 sont (1+X)—2(1+Y) pour z € pipee.

Pour Ex les facteurs premiers sont 14X —2\(T3)~2/5(1 + Y)2 ot z dans u ™2 e
et pour EL ils sont dans A

Lemme 3.6.4. Il existe H' € T tel que pour le Cas I (resp. Cas II)
H'E'L' eART
(H'E'L' €(X —Y)ART).

Démonstration. On prouve seulement cela dans le Cas I, puisque pour le Cas
IT la preuve est la méme. On écrit Iidéal fractionnaire (E’L’') comme N/DyDy,
avec Dy et Dy deux diviseur de ARZ tel que Dy est un idéal dans Z et Dy n’a
pas les facteurs de Dg. Par la définition de E’, on a que un facteur premier de
Dy est 1 + X — a(Y) pour a dans Z, donc clairement 'image de D;(P) dans
AT / P est premiére avec p pour presque tout P dans A(Z). On veut démontrer
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que N(P) et D;(P) sont alors premiers entre eux pour presque tout p. Sinon,
le radical de Dy + N contient tout le P dans A(Z) et contient donc A ® mz,
pour mz I'idéal maximal de Z. Donc (D; + P)/(A ® P) contient une puissance
de p et par ce qu’on a dit avant, il contient aussi un élément premier avec p et
donc tout les idéaux premiers qui le contient on hauteur 2, contradiction. Mais
si N(P) et D;(P) sont premiers entre eux pour presque tout P, alors il n’existe
pas Cp, tel que EpL% soit dans Ok[[X]]. On a donc D; trivial et on peut
choisir H' = H comme dans le théoréme 3.5.4. O

On adonc HL' = V"'UHL et dans le Cas I on obtient qu’il est dans
E''ART et ET1DTIART,
et dans la Cas II dans
(X —Y) 'ETART et ET'DTARL.

Si on démontre que E’ et ED n’ont pas des facteurs communs, on a que HL
est dans A®Z (resp. (X —Y) 'A®Z). On démontre donc

Lemme 3.6.5. (Ay(X)—(2) ' Ax(Y))E et (X —Y)E},E} E} sont premiers entre
euz et (Ax(X) — (2) ' Ao(Y))EoE1Eo et E' sont premiers entre eut.

Démonstration. On commence en supposant que F= a un facteur wx € O . Ce
veut dire qu’il existe [ € X tel que

A(X) = P26 w3 (1)) T A(Y)?/A(T,)? mod wi.

Puisque le membre & gauche est une série formelle en X et a droite en Y, il faut
que A;(X) = ¢ mod wg, qu’il est impossible puisque (2) sont une base pour les
fonctions continues sur Z,,.

Dans la preuve du théoreme 5.1 dans [Sch88], Schmidt démontre que pour tout
P dans A(Z) tel que ¥p est trivial et fp n’est pas primitive, alors DEyFEy Eq(P)
et E\E{E}(P) sont premiers entre eux.

Suppose que P = (1+ X) — a(Y) divise E=, on veut prouver qu’il ne divise pas
(X —Y)E\E{E}; sinon, on a «(Y) = z(1 +Y) pour z dans u™'pi,e. 11 exist
donc I dans E tel que, pour s tel que (I) = u®, on a

F(L+Y) = a(Y)* = () AYNT) 7,

done A(T})? = 275¢ (I) (1 + Y)® et par évaluation dans P, en prenant le valeur
absolue complexe on a ¢F(P)—1 = ¢*¥(P)=2_ contradiction. Dans la méme facon
on a la deuxieme affirmation. O

On a donc le corollaire suivant [Hid90, Corollary 6.3]

Corollaire 3.6.6. On a les propriétés suivantes
— EL et Ez n'ont pas des facteurs de la forme (1 4+ X) — 2(1+Y) avec z
dans u’l,upoo et ppoo , Tespectivement.

— Les zéros dans A(A) de
Ez(X, P)Ey(X, P)EL(X, P)Ex(X, P)(42(P) — (2)" As(P))

pour k(P) > 2 ne sont pas des entiers (u™, n < k(P) — 1.
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— Si un facteur de E= et EL n'est pas une unité pour un certain l, alors
Y 2P (ONT)? = 1 mod myz, et £(HA(T})° = 1 mod my,
respectivement.

Pour cette lemme, il suffit d’étudier les diviseurs communs de Ez et EL.

Pour faire cela, on introduit un peu de notation : soit = = {q1,...,q,} et soit
1; la restriction de ¥ a Z,,. Soit 2% I'ensemble des parties de =. Pour J dans
2= on définit 1)y = [Lics i, As = A®Yhet &y :51/)}2. On a que A et Ay ont
le méme conducteur et A; est encore minimal [Hid90, page 139]. Posons L la
fonction L du théoreme 3.5.4 pour A\ et &;.
Si on définit T = EqE1Es, onpose Ly =T 'HL, fp|J la forme modulaire en
P qui appartient & Ay, ;(P) la période de (la forme primitive associé &) fp|.J
et cj(Py.e, P) dans un fagon cohérent avec cette notation et le théoreme 3.5.4.
Posons enfin

Dy =JJ(1 = ¢ 0 (@) (@) " A6, (V) /(N(T,)* 46, (X)),

ieJ
DY = [T - € w0 (a)A(Ty,)? A, (X)).
i€

On a donc, en écrivant le conducteur de eéw """ comme Jp°

52 (p)alp, frlJ)* cy(Poc, P (P)
W ()alp, felT)Pcs (P, P)Qy(P)
_ GEW!(fel)2(P)
GEYT )W (fp)Q(P)
Pour justifier ces formules, on note que D’ (P, ., P) coincide avec les facteurs
en J de Ly(P, ., P) et D; coincide avec les facteurs en J de L;(P, ., P). Tout

les deux ont le méme caractére i’ ~1¢ 1wt (le caractere de Ay est 1 tordu
par ¢j2, qui est compensé par £;). Puisque a(p, fp) = ¥s(p)alp, fp|J) (cfr.
théoreme 1.6.5) on a que les facteurs Fy et S ne changent, mais F; change et
il donne la premiere partie de la fraction. La deuxiéme formule est obtenue en
explicitant ¢(P, ¢, P) et par la formule sur les sommes da Gauss

G(egw! ™) = G('v;*)Ge&rw g (p°)ebrw! " (J).
On a donc que cette fraction ne dépende pas de X et il est un’unité dans ARK.
Pour A et B dans A®Z, on dit A ~ B si A/B est une unité dans A@K. On a donc

en appliquant le relation précedent, si I et J sont disjoints, D;lLI & folL]UJ.
Par ce qu’on a dit avant les lemmes, un diviseur de D; est

D;'Ly
D, 'Ly

(Pn,e, P)

1+ X) —u ¢+ Y)?/(N(Ty,)**
et un diviseur de D est
(14 X) = CN(Ty,)*".
Un facteur en commun doit étre

(1+X)=Cu ' (1+Y),
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et soit P I'ensemble de ces facteurs pour tout ¢ dans p,~ . Puisque D; 'L, ~
Df,_lLJUZ-, alors on a que les seuls poles de D,;ILJ sont dans PU (X —Y). En
particulier, cela est vrai pour Dy; ;3 Ly puisque cela est vrai pour D;Ly et pour
DiLj et

Dityko~ D, Dy = 1
Suppons par recurannce que D;lL ; a singularités seulement dans P (si on est
dans le Cas I) ou dans P U (X —Y) (si on est dans le Cas II) pour tout J de
cardinalité plus petite que n et I disjoint de J, on va prouver que alors que
D3}, L asingularité dans P ou P U (X —Y). Mais on a

7

DL,

-1 -1 =151
D5 Li=D; L= Di Dj L,

et donc les poles de D}, L; sont dans l'ensemble des poles de D;'Lry; et
D;lLI7 qui par 'hypothese de récurrence sont dans P ou PU (X —Y).

On a donc prouver que HL = D=Ly peut avoir des poles seulement dans P
dans le Cas I, mais cela est impossible par la premiere proposition du corollaire
3.6.6. Dans la méme fagon on a que le seul pole de HL dans le Cas II peut étre

X — Y, mais par la proposition 3.5.7 on voit que cela est impossible.
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Annexe A

Cohomologie

Ici, on veut surtout introduire la notation et les théoréemes qu’on utilise dans
2.4. La référence principale est [Hid93]. Soit X une surface de Riemann compacte
et connexe, S un ensemble fini de points de X et Y = X \ S. Soit T" le groupe
fondamental de Y, R un anneau et M un module pour 'algebre de groupe R[I].
On définit les groupes de cohomologie H(I', M) comme Ext'(R,M) dans la
catégorie de R[[']-modules. Si on pose

F, = ®R CHT,M)={f:T"— M}

alors on a que R, constituent une résolution libre de R comme R[I']-module
et CY(, M) = Hompr|(F;, M). Soient 0" : C* — C*** les fleches induites par
les fleches de la résolution libre. On a 8°(m)(y) = (v — 1)m et 8 (u)(y1,72) =
vu(y2) — u(y1y2) + u(y1). Posons

ZHT, M) = Ker(9") BYT,M) =Im(0"").
On appelle les éléments de Z¢(I', M) i-cocycles et de BY(T", M) i-cobords. On a

donc
HYT,M) = ZT',M)/B T, M).

Un 1-cobord est donc une fonction u : I' — M tel que u(y1v2) = yu(vy2) +u(m1)
et un 1l-cobord est une fonction u : I' — M tel que u(y) = (v — 1)x pour
un x dans M. Pour tout s dans S, soit 74 ’élément qui correspond a un tour
anti-horaire autour de s, I'y = {a'lm € Z} et P = {y 'msy|y €T, s € S}.
Définissons les 1-cocycles et 2-cobords paraboliques

Zp(,M) = {ue Z'(T,M)|u(r) € (x — 1)M pour tout = € P}

B3(I,M) = {dulue C'(T',M) tel que u(r) € (r — 1)M pour tout = € P}.
Essentiellement, ils sont cocycles (ou cobords) si on se restreint & P. On définit
donc

Hp(T,M) = Zp(T',M)/B"(I', M), Hp(I', M) = Z*(T', M)/ Bp(T", M)
et on a la suite exacte
0— Hp(T,M) — H'(I,M) —» € H'(Is,M)

sel’\P
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puisque si on a la condition de cocycle sur 7, on ’a sur touts ses conjugués. On
a une description plus géométrique de la cohomologie. Soit Yy la surface qu’on
obtient en enlevant des petits disque qui ne se touchent pas, autour chaque s
dans S. Soit H le revétement universel de Y et Hy l'image inverse de Y. On
choisit un complexe simplicial K de Hj tel que
1. Tout les éléments de I' induit une fonction de simplexes de K dans lui-
méme.

2. Pour tout s dans S, le bord des disques qu’ont & enlevé sont une 1-chaine
ts.

3. Il existe un domaine fondamental ®q in Hy dont la cloture a un nombre
fini de simplexes.

11 suffit de trouver cela sur Yj et puis le bouger sur Hy par I'. On considérer donc

les R-modules libres A; engendrés par les i-chaines de K, qui forment un com-

plexe par la projection 0 sur le bord. On applique le foncteur Hompr) (=, M) ace
complexe et on considere ses groupes de cohomologie H' (K, M) = Z'(K,M)/B*(K, M).
On définit

ZL(K, M) = {ue Z" (K, M)|u(ts) € (m —1)M pour tout s € S}

Bi(K,M) = {0ulue C' (T, M) tel que u(ts) € (m — 1)M pour tout s € S} .

On définit donc
HA (K, M) = Zb(K, M)/B(K, M), Hb(K, M) = Z2(K, M)/ B3(K, M).
On a le théoréme suivant, du & Shimura [Hid93, Appendix, Proposition 1].

Proposition A.0.1. Pour H, Y, K et S comme avant on a des isomorphismes
Hi(K, M) = H/(T', M)
ot * indique ou la cohomologie standard, ou la cohomologie parabolique.

Soit Sy un sous-ensemble de S, T la réunion disjointe de t; dans Y, pour s
dans Sy et K le sous-complexe engendré par les translation de T par I'. Soit
AT 'R-module libre engendré par les i-simplexe de KT = K/Kz. On définit
Hgo (T, M) comme Di-itme groupe de cohomologie de AT. Si Sy = S, alors on
pose HY(T', M) = H (T', M), la cohomologie & support compact.

Proposition A.0.2. On a la suite exacte longe suivante

0 — Hgo(PaM) - HO(FvM) - @sGSO HO(F57M)
— HéO(F,M) — Hl(F,M) — EBseSOHl(Fva)
— Hi (T,M) — H*I,M) — 0.

—
—

On définit pour M le faisceau de fonctions de Y vers M localement constantes
qu’on appelle M. Si on considere, pour un faisceau F' localement constant, qui a
valeurs dans un C espace vectoriel de dimension finie, le faisceau A% de r-formes
différentielle C'"*° a valeurs dans F', on peut définir la cohomologie de De Rham
H, (Y, F) comme la cohomologie du complexe

0= AL(Y) = AB(Y) = AL(Y) — -
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Théoréme A.0.3. On a Hy,(Y,F) 2 H(Y,F).

On peut aussi considérer la compactification de Y dans X, qui est différente
de X, puisque X a des points au cusps, mais Y° a des petits cercles. On
définit Y55 comme Y moins les cercles autour des points de Sy. Soient
H(YS=5 M) les groupes de cohomologie correspondants au foncteur de sec-
tions globales et H, g(YS S0 M) au foncteur de sections globales & support com-
pact. On a

Proposition A.0.4. On a, pour touts Sy dans S, des isomorphismes canonique
HY(YS™% M) = HL (T,M), H(Y,M) = H'(T, M).
Corollaire A.0.5. On a une suite exacte longue

0 — H)Y® S M) — HYY,M) — @, HS (Y, M)
— HXYS% M) — HY Y,M) — @,cq H (0Y:, M)
— HE(YS—SO,M) — Hl(Y,M) — 0.

—
—
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