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Chapitre 0

Introduction

Ce mémoire comprend trois partis : dans la première on introduit les formes
modulaires ordinaires et l’algèbre de Hecke ordinaire de Hida, puis on donne
une brève introduction à la théorie de la mesure p-adique et on termine avec
la fonction L p-adique qui interpole les valeurs critiques des fonctions L de la
représentation au carré symétrique d’une famille de formes modulaires ordi-
naires.

Après des rappels sur les formes modulaires classiques, leur algèbre de Hecke
et les fonctions L associées, on introduit les formes modulaires p-adiques et
l’algèbre de Hecke correspondante, dans laquelle on peut définir un idempotent
e. On peut donc définir l’espace des formes ordinaires comme le sous-espace
de l’espace de les formes modulaires p-adiques qui n’est pas annulé par e.
On se concentre donc sur l’algèbre de Hecke de niveau Np ordinaire h =
hord(Γ1(Np),OK), c’est à dire la sous-algèbre de l’algèbre de Hecke p-adique où
e est une unité. On démontre d’abord des théorèmes de structure pour h : c’est
un module libre de rang fini sur l’algèbre d’Iwasawa de OK ΛK = OK [[X]], son
quotient par les polynômes Pε,n(X) = 1 +X − ε(1 + p)(1 + p)k donne presque
toujours l’algèbre de Hecke classique de poids k et nebentypus ε pour un certain
sous-groupe de congruence et il y a une sous-algèbre libre sur ΛK qui correspond
a les opérateurs qui annulent les formes modulaires p-adique vieilles.
On peut donc associer, par dualité, à chaque composante irréductible I de
hord(Γ1(Np),OK) une famille de formes modulaires classiques, qui est paramétrée
par les QP -points arithmétiques (i.e. qui restreints sur ΛK sont Pε,n(X)) de I.

On définit donc pour tout composante irréductible I le module de congruences
de I comme l’annulateur du quotient de la clôture libre de projection de h dans
h ⊗ΛK

LK par l’algèbre ordinaire, pour LK le corps des fractions de ΛK . Ce
module mesure, avec le changement du poids, à une petit erreur près, combien
de formes modulaires ordinaires congruentes à les formes associées à I modulo
l’idéal maximal de l’anneau des entiers p-adiques existent. On donne de condi-
tion afin que l’erreur soit nulle.

Dans le deuxième chapitre, on introduit les concepts de mesure p-adique sur
un espace p-adique et on démontre que pour espaces comme Zp ou Γ = 1 + pZp
les mesures à valeurs dans OK s’identifient avec OK [[X]]. Comme il est bien
connu qu’on peut écrire certaines valeurs de la fonction ζ de Riemann ou des

4



fonctions L de Dirichlet en fonction de dérivées de fonctions rationnelles, il est
naturel de définir de mesures sur Z×p qui, intégrées sur xm, donnent les valeurs
en −m des fonctions qui nous intéressent. En voyant une mesure comme une
série formelle F (T ), c’est immédiat de définir une fonction L p-adique (en sub-
stituant (1+p)s−1 à T) qui interpole donc la fonction L classique et analytique
presque partout.
On présente ensuite une interprétation cohomologique des formes modulaires,
qui nous permettra de donner, en mimant la formulation intégrale de la fonction
L d’une forme propre, sous l’hypothèse d’ordinarité, une fonction L p-adique qui
interpole la fonction L complexe.

Dans la troisième partie on veut construire une fonction L p-adique en
deux variable pour la fonction L complexe associé à le carré symétrique de
la représentation automorphe associé à une forme modulaire. Pour faire cela,
on introduit d’abord quelques concepts nouveaux : forme modulaires de poids
demi-entier et quasi-holomorphes, opérateur différentiel de Mass-Shimura, me-
sure arithmétiques, généralise et d’Eisenstein. En particulier, on s’intéresse aux
mesures qui ont valeurs dans les formes modulaires p-adiques de poids demi-
entier.
On prend alors une composante irréductible I de l’algèbre de Hecke ordinaire,
qui est associé à une famille de formes modulaires ordinaires, un élément H de I
non nul qui annule le module de congruences de I et une mesure µ sur un espace
T . On démontre qu’il existe une famille de mesures ΦP sur T qui, intégrées sur
une fonction φ, interpolent le produit de Rankin entre fP et µ(φ).
Pour interpoler la fonction L qui nous intéresse, on interpole d’abord une fonc-
tion L imprimitive qui diffère de l’autre fonction L seulement par un nombre
fini de facteurs d’Euler. En fait, Shimura a démontré qu’on peut écrire cette
fonction imprimitive comme un produit de Rankin entre fP et un série thêta et
donc on applique le théorème d’abord à une mesure thêta adéquate. On termine
en ajoutant les facteurs (p-adiques) qui manquent et en vérifiant que la fonction
L qu’on a obtenu est, souvent, dans H−1ΛK⊗̂I.
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Chapitre 1

Formes modulaires et
algèbres de Hecke

Dans ce chapitre, on donnera des rappels sur les formes modulaires et leurs
algèbres de Hecke, puis on introduira les formes modulaires p-adiques et la
projection sur la partie ordinaire.

1.1 Définitions et notations

Soit H le demi-plan de Poincaré des nombres complexes de partie imagi-
naire positive. On a l’action de GL+(2,R) sur H donné par γ(z) = az+b

cz+d , avec

γ =
(
a b
c d

)
. Pour une fonction holomorphe f sur H, une matrice γ dans

GL+(2,R) et un entier k, on pose

(f |kγ)(z) = det(γ)k−1f(γ(z))(cz + d)−k.

Parfois, la puissance de det(γ) dans cette formule est k/2 au lieu de k− 1, mais
dans ce chapitre cela sera pour nous la formulation la plus commode. Souvent,
on appelle le facteur (cz+d) facteur d’automorphie et on le désigne par j(γ, z) ;
on voit tôt que j(γγ′, z) = j(γ, γ′z)j(γ′, z).
Maintenant, on concentre notre attention sur les sous-groupes de SL(2,Z) et on
définit

Γ0(N) =
{
γ ∈ SL(2,Z) tel que γ ≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
mod N

}
Γ1(N) =

{
γ ∈ Γ0(N) tel que γ ≡

(
1 ∗
0 1

)
mod N

}
Γ(N) =

{
γ ∈ Γ1(N) tel que γ ≡

(
1 0
0 1

)
mod N

}
On peut voir que Γ1(N) est distingué dans Γ0(N) (il est le noyau de la pro-
jection sur d) et Γ(N) est distingué dans tous les deux (il est le noyau de la
réduction modulo N du SL(2,Z)). On dit que ∆, sous-groupe de SL(2,Z), est
un sous-groupe de congruence s’il existe N tel que ∆ ⊃ Γ(N). En raison du fait
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que Γ(N) est le noyau de la reduction modulo N de SL(2,Z), on a que tout les
sous-groupes de congruence sont d’indice fini dans SL(2,Z) et entre eux (c’est-
à-dire que pour ∆ et ∆′, ∆ ∩ ∆′ est d’indice fini dans ∆ et ∆′). Ces groupes
agissent discrètement sur H et on dénote par Y (∆) la surface de Riemann quo-
tient correspondante. Cette surface n’est jamais compacte. Donc, on considère
la compactification H := H∪P1(Q) de H ; en définissant l’action de SL(2,Z) sur

P1(Q) de la façon suivante γ
[
x
y

]
=
[
ax+ by
cx+ dy

]
, on voit immédiatement, avec

l’identité de Bezout, que l’action est transitive. On appelle X(∆) := ∆ \ H la
compactification canonique de Y (∆) et les points que l’on a ajouté sont appelés
les cusps (ou points) .
Si, étant donné une fonction f holomorphe sur H, on a f |kγ = f pour tout γ
in Γ(N), alors on peut écrire f en série de Fourier f(z) =

∑
Z a(n/N, f)qn/N ,

avec q = e2πiz. On définit Mk(∆), dit l’espace des formes modulaires de poids
k, positif, sur ∆, comme l’ensemble des fonctions holomorphes sur H tels que

f |kγ = f pour tout γ ∈ ∆,

a(n/N, f |kγ) = 0 pour n < 0 et γ ∈ SL(2,Z).

La première condition demande que f soit invariante sous l’action de ∆ et la
deuxième que f soit holomorphe à l’infini et à les cusps. On peut poser la
condition équivalente

f est holomorphe à ∞ et il exits r > 0 et C > 0 tels que

|a(n, f)| < Cnr pour n > 0.

Si on demande en plus

a(n/N, f |kγ) = 0 pour n ≤ 0 et γ ∈ SL(2,Z),

on obtient l’espace de formes cuspidales (ou paraboliques) Sk(∆) (les fonctions
holomorphes et nulles à les cusps, invariantes par ∆).
Pour chaque caractère χ d’indice fini de ∆, on définit

Mk(∆, χ) = {f ∈Mk(ker(χ)) tel que f |kγ = χ(γ)f pour tout γ ∈ ∆}

En particulier, si χ est un caractère de Dirichlet modulo N , on peut prolonger
χ sur Γ0(N) en définissant χ(γ) = χ(d) ; le noyau est Γ1(N) et on a le théorème
suivant

Théorème 1.1.1. On a une décomposition de C-espaces vectoriels

Mk(Γ1(N)) =
⊕

χ∈Z/NZ∗
Mk(Γ0(N), χ),

Sk(Γ1(N)) =
⊕

χ∈Z/NZ∗
Sk(Γ0(N), χ).

On définit aussi Ek(∆) =Mk(∆)/Sk(∆) et on l’appelle la partie d’Eisenstien
des formes modulaires ; on peut voir queMk(∆) est la somme directe de Ek(∆)
et Sk(∆). Il exist des formules qui permettent de calculer la dimension de ces
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espaces vectoriels en termes de gendre et des cusps de X(∆) [DS05, Theorem
3.5.1, Theorem 3.5.2 et Theorem 3.6.1]. Il est très facile d’étudier la partie
d’Eisenstein pour SL(2,Z) ; en définissant, pour k > 2

E
′

k(z) =
∑

(c,d) 6=(0,0)

1
(cz + d)k

.

Il est très facile de voir que E
′

k(z) sont des formes modulaires de poids k pour
SL(2,Z) et que, pour k impair, elles sont nulles. Le cas k = 2 est plus subtil
parce que l’on n’a pas de convergence absolue et on définit

E
′

2(z) =
∑
c∈Z

∑
d∈Zc

1
(cz + d)2

où Zc = Z si c 6= 0 et Z \ 0 si c = 0 ; cette fonction n’est pas invariante sous
l’action de SL(2,Z), mais on peut la modifier un peu pour qu’elle soit invariante.
Mais alors elle n’est plus holomorphe. Ils n’existent pas de formes modulaires
de poids 2 pour SL(2,Z). De toute façon, pour k ≥ 2, pair, on a

E
′

k(z) = 2ζ(k) + 2
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

avec σk(n) =
∑
d|n d

k. En se rappelant que 2ζ(k) = − (2πi)k

k! Bk, où Bk est le

k-ième nombre de Bernoulli, on a que Ek(z) =
(
2 (2πi)k

(k−1)!

)−1

E
′

k(z) est rationnel.
De plus, Gk = ζ(1 − k)Ek est à coefficients dans Z pour k = 4, 6. On définit
∆(z) = (G4/12)3(z) − 27(G6/216)2 et on peut voir que sa expansion à l’infini
est ∆(z) = q

∏∞
n=1 (1− qn)24, donc elle est dans Sk(SL(2,Z)).

Maintenant, on veut démontrer que les formes modulaires ont une base définie
sur Z. Soit

r(k) =
{

[ k/12 ] si k ≡ 2 mod 12
[ k/12 ]+1 sinon .

Soient a et b les solutions de 4a+6b = k−12(r(k)−1) (il y a une unique couple
de solutions positives) et on définit, pour i = 0, . . . , r(k)− 1,

hi = Ga4G
b+2(r−1−i)
6 ∆i ∈Mk(SL(2,Z)).

On observe que hi = qi(1 +
∑∞
n=1 c

i
nq
n), donc il sont linéairement indépendant

sur C. Si, pour un sous-anneau A de C, on définit

Mk(∆;A) = {f ∈Mk(∆) : a(n, f) ∈ A∀n} ,

on a le suivant théorème [Hid93, Theorem 5.2.1].

Théorème 1.1.2. On a dimCMk(SL(2,Z)) = rangZMk(SL(2,Z); Z) = r(k)
pour chaque k. De plus

Mk(SL(2,Z);A) = Mk(SL(2,Z); Z)⊗Z A

Sk(SL(2,Z);A) = Sk(SL(2,Z); Z)⊗Z A.

La famille {h0, . . . , hr(k)−1} est une base pourMk(SL(2,Z); Z) et {h1, . . . , hr(k)−1}
l’est pour Sk(SL(2,Z); Z).
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On peut aussi définir les séries d’Eisenstein pour Γ1(N) ; soit χ un caractère
primitif modulo N et, pour k > 2

E
′

k(z, χ) =
∑

(c,d) 6=(0,0)

1

(χ(d)(cNz + d)k
.

On peut calculer son expansion à l’infini [Hid93, Proposition 5.1.1]

E
′

k(z, χ) = 2L(k, χ−1) + 2N−kG(χ−1)
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1,χ(n)χ−1(n)qn

où L(s, χ) =
∑
n>0

χ(n)
ns est la série de Dirichlet associée à χ, la somme de Gauss

de χ est G(χ) =
∑n
j=1 χ(j)e2πi

j
N et σk,χ(n) =

∑
d|n χ(d)dk. On appelle Ek(χ) la

normalisation de E
′

k(χ) par
(
2N−kG(χ−1) (2πi)k

(k−1)!

)−1

, qui est donc rationnelle.
Si χ n’est pas primitif, on définit également

G
′

k(z, χ) =
∑

(c,d) 6=(0,0)

1

(χ(c)(cz + d)k
= 2

(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1 ∗ χ(n)qn

où σk−1 ∗ χ est la convolution de Dirichlet entre σk−1 et χ. De la même façon,
on peut normaliser G

′

k(z, χ) en Gk(z, χ) de façon telle qu’elle soit rationnelle.

Pour τ =
(

0 −1
N 0

)
, on a

E
′

k(z, χ)|kτ = N−1G
′

k(z, χ
−1).

De plus, si k > 2, ou si χ est non trivial, alors Gk(z, χ) (et, si χ est primitif,
aussi Ek(z, χ)) sont dans Mk(Γ0(N), χ) [Hid93, Proposition 5.1.2].

1.2 Algèbres de Hecke

Soient deux sous-groupes de congruences Γ et Γ′ et une matrice α dans
GL+(2,Q). D’abord, on définit l’opérateur de double classe [ΓαΓ′]k. On considère
ΓαΓ′ = {γαγ′ : γ ∈ Γ, γ′ ∈ Γ′}, ensemble sur lequel Γ agit par multiplication à
gauche et on décompose ΓαΓ′ en orbites Γβ, β = γαγ′. On peut voir qu’il y a
un nombre fini d’orbites [DS05, Lemma 5.1.1 et 5.1.2], pour lesquelles on choisit
un ensemble de représentants {αj}. On définit donc, pour f dans Mk(Γ),

f [ΓαΓ′]k =
∑
j

f |kαj

On peut vérifier que f [ΓαΓ′]k est dansMk(Γ′) et que si f est parabolique, alors
f [ΓαΓ′]k l’est aussi. On a trois cas d’intérêt

1. Γ ⊃ Γ′ et α est l’identité. Alors f [ΓαΓ′]k = f et cela donne l’inclusion de
Mk(Γ) dans Mk(Γ′).

2. Γ = αΓ′α−1. Alors f [ΓαΓ′]k = f |kα, qui donne l’isomorphisme entre
Mk(Γ) etMk(Γ′).
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3. Γ ⊂ Γ′ et α est l’identité. Alors [ΓαΓ′]k est la trace qui projette Mk(Γ)
surMk(Γ′).

En fait, [ΓαΓ′]k est toujours la composition de ces trois opérateurs. Si on appelle
Γ∗ = Γ ∩ αΓ′α−1 et Γ∗

′
= α−1Γα ∩ Γ′, alors on a

[ΓαΓ′]k = [Γ∗
′
αΓ′]k[Γ∗αΓ∗

′
]k[ΓαΓ∗]k.

Maintenant, on va concentrer nôtre intérêt sur Γ0(N) et Γ1(N). En raison du fait
que Γ1(N) est distingué dans Γ0(N), si on choisit α dans Γ0(N), [Γ1(N)αΓ1(N)]k
ne dépend que de l’image de α dans Z/NZ∗ et on peut définir, pour d dans
Z/NZ∗,

〈d〉 : Mk(Γ1(N)) → Mk(Γ1(N))
f 7−→ f |kα

si l’image de α dans Z/NZ∗ est d. On appelle 〈d〉 opérateur diamant. Ensuite,
on définit, pour p premier,

Tp : Mk(Γ1(N)) → Mk(Γ1(N))

f 7−→ f [Γ1(N)
(

1 0
0 p

)
Γ1(N)]k

En définissant 1N comme le prolongement (à 0) du caractère trivial de (Z/NZ)∗,
on a les formules suivantes pour le développement en série de Tpf [DS05, Pro-
position 5.2.2].

– Si f ∈Mk(Γ1(N)), alors

a(n, Tpf) = a(np, f) + 1N (p)pk−1a(n/p, 〈p〉 f).

– Si f ∈Mk(Γ0(N), χ), χ caractère mod N , alors Tpf ∈Mk(Γ0(N), χ) et

a(n, Tpf) = a(np, f) + χ(p)pk−1a(n/p, f).

On sait [DS05, Proposition 5.2.4] que les opérateurs 〈d〉 et Tp commutent entre
eux. Maintenant on veut définir 〈n〉 et Tn pour n quelconque ; si (n,N) > 1,
alors 〈n〉 est l’opérateur nul et pour les opérateurs diamant on a terminé. On
définit T1 = 1 et pour n = pr, r > 1

Tpr = TpTpr−1 − pk−1 〈p〉Tpr−2

Cette définition parâıt mystérieuse, mais elle est cohérente avec (et déduite de)
le résultat que l’on a quand on calcule a(n, TpTq) pour p 6= q. On a que pour
différents nombres premiers, Tpr et Tqs commutent et on peut définir, pour
n =

∏
pri
i ,

Tn =
∏

Tpsi
i
.

On appelle algèbre de Hecke Hk(Γ1(N)) la sous-algèbre de End(Mk(Γ1(N)))
engendrée par les opérateurs Tn et 〈n〉. Par la construction qu’on a fait, il est clair
qu’on peut définir de la même façon les algèbres de Hecke pourMk(Γ0(N), χ).
Il faut faire attention, parce que, pour deux nombres N et N ′ différents, l’action
Tp sur Mk(Γ1(N)) peut être différente de l’action sur Mk(Γ1(N ′)) (si p divise
seulement un nombre parmi N et N ′).

On peut prouver le lemme suivant [Hid93, Lemma 1 page 141]
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Lemme 1.2.1. L’espace Mk(Γ0(N), χ) est de dimension finie sur C.

En définissant, pour un sous-anneau A de C, ayant corps des fractions K,

mk(Γ0(N), χ;A) = {f ∈Mk(Γ0(N), χ;K) : a(n, f) ∈ A pour n > 0}
= K +Mk(Γ0(N), χ;A)/K,

la deuxième égalité est due au fait que les constantes ne sont pas des formes
modulaires de poids positif. On peut donc démontrer le théorème suivant

Théorème 1.2.2. On suppose que A contient Z[χ]. On définit

(, ) : mk(Γ0(N), χ;A)×Hk(Γ0(N), χ;A) −→ A
(h, f) 7−→ a(1, f |h)

qui est un accouplement parfait, donc :

HomA(Hk(Γ0(N), χ;A), A) ∼= mk(Γ0(N), χ;A),
HomA(mk(Γ0(N), χ;A)) ∼= Hk(Γ0(N), χ;A),

HomA(hk(Γ0(N), χ;A), A) ∼= Sk(Γ0(N), χ;A),
HomA(Sk(Γ0(N), χ;A)) ∼= hk(Γ0(N), χ;A).

Maintenant, notre intérêt est de chercher des formes qui soient des vecteurs
propres pour les opérateurs de Hecke et de prendre ces formes comme une base de
l’espace des formes modulaires, mais malheureusement cela ne sera pas possible.
Le premier pas en cette direction est d’introduire un produit scalaire hermitien
sur Sk(∆) appelé le produit de Petersson

(f, g)∆ =
∫
X(∆)

f(z)g(z)yk−2dxdy.

On peut démontrer que ce produit est bien défini : il est invariant par ∆
et absolument convergent. Il est défini positif. On peut démontrer que les ad-
joints pour Tn et 〈n〉, (n,N) = 1, par rapport à ce produit hermitien sur
Sk(Γ1(N)) sont 〈n〉−1

Tn et 〈n〉−1 respectivement [DS05, Theorem 5.5.3] et donc
ils commutent avec leur adjoint. Par le théorème spectral, Sk(Γ1(N)) a une base
composée des formes propres pour ces opérateurs et maintenant on voudrait
démontrer qu’ils sont formes propres pour les opérateur pas premiers avec le
niveau, mais comme on a déjà dit, il ne sera pas possible.
On voit qu’il y a deux façons d’envoyer Sk(Γ1(M)) dans Sk(Γ1(N)) si M divise
N : la première est donnée par l’immersion, parce que Γ1(N) ⊃ Γ1(M) si M di-

vise N , la deuxième consiste à envoyer f(z) dans dk−1f |
(
d 0
0 1

)
(z) = f(dz)

pour d qui divise N/M . On définit, pour d divisant N ,

id : Sk(Γ1(Nd−1))2 −→ Sk(Γ1(Nd))
(f(z), g(z)) 7−→ f(z) + g(dz)

Sk(Γ1(N))old =
∑
d|N

id(Sk(Γ1(Nd−1))
2
)
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et Sk(Γ1(N))new son supplémentaire orthogonal pour le produit de Petersson.
On peut voir que ces deux espaces sont stables sous l’action de l’algèbre de Hecke
et donc ils ont une base de vecteurs propres pour les opérateurs en dehors de N
[DS05, Proposition 5.6.2]. Avec le lemme principal [DS05, Lemma 5.7.1]

Lemme 1.2.3. Si pour f ∈ Sk(Γ1(N)), les coefficients a(n, f) sont nuls si
(n,N) = 1, alors f =

∑
fp(pz) avec fp ∈ Sk(Γ1(N/p))

Définition 1.2.4. Une forme modulaire f ∈Mk(Γ1(N)) non nulle qui est une
forme propre pour tous les Tn et 〈n〉 est une forme propre (de Hecke). Elle
est normalisée si a(1, f) = 1. Une forme nouvelle est une forme propre et
normalisée dans Sk(Γ1(N))new.

On démontre que si f est une forme propre pour les opérateurs en dehors
de N et nouvelle, alors elle est une forme propre pour tous les opérateurs de
l’algèbre de Hecke. On a les résultats suivants [DS05, Theorem 5.8.2 - 5.8.3
Proposition 5.8.4 - 5.8.5]

Théorème 1.2.5. Soit f ∈ Sk(Γ1(N))new une forme propre non nulle pour Tn
et 〈n〉 avec (n,N) = 1. Alors

– f est une forme propre de Hecke et il existe λ tel que λf soit une forme
nouvelle,

– si f ′ satisfait les mêmes conditions et a les mêmes valeurs propres pour
Tn, alors f ′ = λf .

Les formes nouvelles forment une base orthogonale pour Sk(Γ1(N))new, chacune
d’entre elles est dans Sk(Γ0(N), χ) et satisfait Tn(f) = a(n, f)f pour tout n.

Théorème 1.2.6. L’ensemble

{f(nz) : f forme nouvelle de niveau M et nM |N}

est une base de Sk(Γ1(N))

Proposition 1.2.7. Soit g ∈ Sk(Γ1(N)) une forme propre normalisée, alors il
existe f ∈ Sk(Γ1(M))new avec M |N tel que a(p, f) = a(p, g) pour tout p 6 |N .

Proposition 1.2.8. Soit f ∈ Mk(Γ0(N), χ), alors f est une forme propre
normalisée si et seulement si

1. a(1, f) = 1
2. a(pr, f) = a(p, f)a(pr−1, f)− χ(p)pk−1a(pr−2, f)
3. a(mn, f) = a(m, f)a(n, f) si (m,n) = 1

Il faut noter que, afin de démontrer ces théorèmes, Diamond et Shurman
utilisent le Strong Mulplicity One Theorem [PS79b] pour la représentation au-
tomorphe associe a une forme nouvelle [PS79a].
Si on considère l’espace Sk(Γ1(p)) pour p premier, ou Sk(Γ0(N), χ) pour χ pri-
mitif, on a que la base pour ces espaces du théorème 1.2.6 est orthogonale, parce
que il n’y a pas de formes vieilles. On peut aussi prouver que si χ est primitif,
on a, pour tout n

Ek|Tn = σk−1(n)Ek
Ek(χ)|Tn = σk−1,χ(n)Ek(χ)
Gk(χ)|Tn = σk−1 ∗ χ(n)Gk(χ)

et cela nous donne une base aussi pourMk(Γ0(N), χ) etMk(SL(2,C)).
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1.3 Fonction L et produit de Rankin

Maintenant on va définir des fonctions analytiques qui encodent les infor-
mations arithmétiques des formes modulaires. Pour une forme modulaire de
Mk(Γ1(N)) f =

∑∞
n=0 a(n, f)qn, on définit

L(s, f) =
∞∑
n=1

a(n, f)
ns

.

Il n’est pas difficile de voir que∫ ∞

t=0

f(it)ts−1dt = (2π)−sΓ(s)L(s, f),

où le membre à gauche est la transformée de Mellin de f et Γ(s) est la fonction
Gamma d’Euler. De plus, on a que cette fonction L est holomorphe pour Re(s) >
k/2 + 1 si f est parabolique et pour Re(s) > k sinon [DS05, Proposition 5.9.1].
Si on définit

τ ′N : Sk(Γ1(N)) → Sk(Γ1(N))
f 7−→ ikN−k/2z−kf(−1/(Nz))

et
Sk(Γ1(M))± = {f ∈ Sk(Γ1(N)) : f |τ ′N = ±f}

on a [DS05, Theorem 5.10.2]

Théorème 1.3.1. Soit f ∈ Sk(Γ1(M))± et ΛN (s) = Ns/2(2π)−sΓ(s)L(s, f),
alors

ΛN (s) = ±ΛN (k − s)
et donc L(f, s) a un prolongement analytique sur C

Dans la suite, on essayera de trouver un analogue p-adique de cette fonc-
tion L, en mimant cette formulation intégrale (on utilisera de distributions p-
adiques). La condition que f soit dans l’espace propre associé à ±1 est restrictif ;
en fait on a toujours pour une forme propre primitive

f |τN = W (f)i−kfc

pour c la conjugaison complexe. Le nombre W (f) est le “root number” de f
et on peut voir dans [Hid93, Theorem 5.5.2] une généralisation du théorème
précédant. On termine avec le résultat suivant [DS05, Theorem 5.9.2]

Théorème 1.3.2. Soit f =
∑∞
n=0 a(n, f)qn ∈ Mk(Γ1(N)), les affirmations

suivantes sont équivalentes
– f est une forme propre normalisée
– L(s, f) a une formulation en produit d’Euler

L(s, f) =
∏
p

(1− a(p, f)p−s + χ(p)pk−1−2s)
−1

On prend deux formes modulaires f et h sur Γ1(N) de poids k et k′ et on
définit la fonction zêta du produit de Rankin de f et h

D(s, f, h) =
∞∑
n=1

a(n, f)a(n, h)
ns
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Théorème 1.3.3. Soient f et h deux formes propres nouvelles pour Γ1(N) avec
caractères χ et ψ−1 de niveau k et k′, f parabolique, alors, pour s > k/2+k′+1

L(2− k − a+ 2s)D(s, f, h) =

=
∏
q

(
(1− αqα′qq−s)(1− αqβ′qq−s)(1− βqα′qq−s)(1− βqβ′qq−s)

)−1

où αq, βq (resp. α′q, β
′
q) sont les racines de X2 − a(q, f)X + χ−1(q)qk−1 (resp.

X2−a(q, h)X+ψ−1(q)qk
′−1). De plus, si k > 2k′+2 alors, pour g = hEk−k′((χψ)−1),

(f, g)Γ0(N) =
Nk′(k − 2)!(k′ − 1)!

(−2πi)k
′
G((χψ)−1)(4π)k−1

L(k − k′, χ−1ψ−1)D(k − 1, f, h)

Démonstration. D’apès la proposition 1.2.8, on a

a(qr, f) = a(q, f)a(qr−1, f)− χ(q)qk−1a(qr−2, f)

et on sait que

a(qr, f) =
αn+1
q − βn+1

q

αq − βq
, a(qr, h) =

α′q
n+1 − β′q

n+1

α′q − β′q
,

donc on a

Q(X) =
∞∑
n=0

a(qr, f)a(qr, h)Xn

=
∞∑
n=0

(αn+1
q − βn+1

q )(α′q
n+1 − β′q

n+1)Xn

(αq − βq)(α′q − β′q)

=
1

(αq − βq)(α′q − β′q)X
×

×
[

1
1− αqα′qX

+
1

1− αqβ′qX
+

1
1− βqα′qX

+
1

1− βqβ′qX

]
=

1− αqα′qβqβ′qX2

(1− αqα′qX)(1− αqβ′qX)(1− βqα′qX)(1− βqβ′qX)

compte tenue de l’égalité αqα′qβqβ
′
q = (χψ)−1(q)qk+k

′−2. On termine en trasfor-
mant la somme en un produit d’Euler (pour s > k/2 + k′ + 1 on a convergence
absolue) et en remplaçant X par q−s .
Pour la deuxième partie, posons l = k − k′

2−1E
′

l (χψ) = 2−1
∑

(c,d) 6=(0,0)

1
χψ(d)(cN + zd)l

=
∞∑
n=1

χ−1ψ−1(n)
nl

∑
gcd(cN,d)=1

1
χψ(d)(cN + zd)l

= L(l, (χψ)−1)
∑

γΓ∞\Γ0(N)

χ−1ψ−1(γ)j(γ, z)−l
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où Γ∞ = {γ ∈ Γ0(N) : γ(∞) =∞} =
{
±
(

1 m
0 1

)
: m ∈ Z

}
.

En considérant les formules suivantes

f(γ(z)) = χ−1(γ)f(z)j(γ, z)k h(γ(z)) = ψ−1(γ)h(z)j(γ, z)k
′

γ∗(y−2dxdy) = y−2dxdy y(γ(z)) = y(z)|j(γ, z)|−2k

on obtient, pour Φ domaine fondamental pour Γ0(N) et C0, constant de ratio-
nalisation de E

′

l comme ci-dessus (1.1),

(f, g) = C0L(l, (χψ)−1)
∫

Φ

fh(z)
∑

γ∈Γ∞\Γ0(N)

χ−1ψ−1(γ)j(γ, z)−ldµ

= C0L(l, (χψ)−1)
∫

Φ

∑
γ∈Γ∞\Γ0(N)

fh(γ(z))y(γ(z))kγ∗(y−2dxdy)

et parce que {z = x+ iy : 0 < x < 1, y > 0} est un domaine fondamental pour
Γ∞, en échangeant l’intégrale avec la somme (si k > 2k′ − 2, on a convergence
absolue) et en développant en série de Fourier, on a

(f, g) = C0L(l, (χψ)−1)
∫ ∞

0

∑
m,n

a(m, f)a(n, h)e−2π(m+n)yyk−2

∫ 1

0

e2πi(n−m)xdxdy

= C0L(l, (χψ)−1)
∫ ∞

0

∞∑
n=0

a(n, f)a(n, h)e−2π2yyk−2dy

= C0L(l, (χψ)−1)Γ(k − 1)(4π)k−1
∞∑
n=1

a(n, f)a(n, h)n−k+1

On voudrait maintenant donner une formulation intégrale pour D(s, f, h),
comme on l’a fait pour L(s, f), peut-être en remplaçant yk avec ys, mais il est
claire que cela ne peut pas marcher, parce que on n’aurait plus l’annulation
des facteurs j(γ, z). On définira dans la suite des séries d’Eisenstein en deux
variables, qui seront adéquates pour une formulation intégrale (3.3.4).

1.4 Formes modulaires p-adiques et ordinaires

Maintenant, on veut se concentrer sur les formes modulaires à coefficient
p-adiques, donc on fixe un nombre premier p et une normalisation de la norme
p-adique sur Q (|p|p = p−1) et une complété de la clôture algébrique de Qp (Cp).
On regard Q soit dans C que dans Cp. Pour un corps p-adique K, on choisit K0,
corps des nombres qui est dense dans K par rapport à la topologie p-adique et
on considère, pour ∆ = Γ1(N),Γ(N)

Mk(∆;K) =Mk(∆;K0)⊗K

On peut définir ici une norme p-adique |f |p = maxn {|a(n, f)|p} qui est toujours
finie et on peut regarder Mk(∆;K) comme la complété de Mk(∆;K0), par
rapport à la topologie p-adique, dans K[[q]]. Par conséquence, on a deux façon
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pour définir Mk(∆;OK) ; ou comme les elements de Mk(∆;K) de norme plus
petite ou égal à 1, ou comme les éléments (vue dans K[[q]]) à coefficients dans
OK . Pour chaque j > 0, on définit, pour A = K ou OK

Mj(∆;A) =
j⊕

k=0

Mk(∆;A),Sj(∆;A) =
j⊕

k=0

Sk(∆;A)

M(∆;A) =
∞⊕
k=0

Mk(∆;A), S(∆;A) =
∞⊕
k=0

Sk(∆;A)

La complétéM(∆;A) (resp. S(∆;A)) est l’espace des formes modulaires (resp.
paraboliques) p-adiques. Pour justifier les résultats suivants, il faut d’abord
que je présente les formes modulaires à la Katz, en suivant [Hid86b], où Hida
récapitule les articles de Katz [Kat76, Chapters II et VI]. On définit Gm comme
Spec(Z[x, 1

x ]) et µN comme le noyau de la multiplication par N dans Gm (i.e.
Spec( Z[x]

xN−1
). Pour chaque anneau commutatif A on considère l’ensemble de tri-

plets (E,ω, i) avec
– E une courbe elliptique sur A (schéma abelién de dimension 1).
– ω une différentielle non nulle, invariante sur E.
– i une inclusion de µN dans E[N ] (le noyau de la multiplication par N sur
E).

Un exemple d’un tel triplet est la courbe de Tate (Tate(q), ωcan, ican) [KM85,
8.8] ou, pour ‘formules brutales’, [Sil94, Chapter 5, §5]), auquelle on peut penser
comme le quotient de Gm/Z((q)) par qZ, muni du pullback ωcan de dx/x sur Gm et
de l’inclusion ican, donnée par le morphisme d’anneau Z[x, 1

x ]→ Z[x]
xN−1

; on veut
donc considérer les courbes elliptiques avec un point d’ordre exact N fixé. Dans
ce contexte, les A-formes modulaires de poids k sur Γ1(N) sont les fonctions f
qui à un triplet (E,ω, i), défini sur A′, sur-anneau de A, associent un élément
f(E,ω, i) dans A′, de sort que

1. f((E,ω, i)) dépende seulement de la classe de A′-isomorphisme de (E,ω, i)

2. f soit compatible avec le changement de base

3. Pour toutes a dans (A′)×, on ait f(E, a−1ω, i) = akf(E,ω, i)

On appelle ces espacesRk(Γ1(N), A). On a un plongement donné par l’évaluation
de f sur (Tate(q), ωcan, ican)

Rk(Γ1(N), A) ↪→ A((q))

et on a le principe de q-expansion qui dit que, pour touts sur-anneaux A′

f ∈ Rk(Γ1(N), A)⇔ f(Tate(q), ωcan, ican) ∈ A((q)) et f ∈ Rk(Γ1(N), A′)

On peut définir aussi deux structures de niveau N , qui considèrent pas un point,
mais tout les points de N torsion E[N ], qui sont localement libres de rang 2
[KM85, Theorem 2.3.1]. D’abord, on définit l’accouplement suivant

〈, 〉 : (µN × Z/NZ)× (µN × Z/NZ) −→ µN
((ζ,m), (ξ, n)) 7−→ ζn/ξm

et les structures
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i) β : µN ×Z/NZ ∼= E[N ], tel que 〈, 〉 cöıncide avec l’accouplement de Weil eN
(définit dans [Sil09, Chapter III, §8]) sur E[N ]

ii) α : Z/NZ × Z/NZ ∼= E[N ]

Pour l’existence de α, il faut que N soit inversible dans A [KM85, Corollary
2.3.2]. Une explication näıve de cela est que localement, pour les nombres p
premiers dans A divisant N , µN et Z/NZ ne sont pas isomorphe. Dans le cas
N = p et p premier en A, on a que µp est un point avec multiplicité et Z/pZ
contient p points. On définit donc les formes modulaires Rk(Γ(N);A) (resp.
Rk(Γ(N);A)) comme les fonctions sur les triplets (E,ω, β) (resp. (E,ω, α)) qui
ont les propriétés 1-3. On appelle β arithmétique et α näıve. On pose det(α) =
eN (α(1, 0), α(0, 1)) et on note que det(α) est une racine primitive N -ieme de
l’unité (eN est surjectif) et on définit

βα(det(α)m, n) = α(m,n)

et nous donnent une correspondance entre

{näıve Γ(N) structure} = {ζ ∈ µN (A) : ζ primitive}×

×{arithmétique Γ(N) structure}

qui donne

Rk(Γ(N);A) ∼= Rk(Γ(N);A)⊗ Z[ζN ,
1
N

].

On a une structure arithmétique canonique βcan sur Tate(q) donnée par
βcan(ζ, n) = ζqn/N et on a encore la validité du principe de q-expansion, en
évaluant un élément de Rk(Γ(N);A) sur (Tate(q), ωcan, βcan) et de plus, en
restreignant β sur µN , on a le choix d’un point d’ordre exact N et donc,
pour f dans Rk(Γ1(N), A) on définit f(E,ω, β) = f(E,ω, β|µN

), qui donne
un plongement (toujours par le principe de q-expansion) de Rk(Γ1(N), A) dans
Rk(Γ(N), A). Par l’isomorphisme entre structures et ce plongement, on peut
évaluer une forme modulaire dans Rk(Γ1(N), A) sur (Tate(q), ωcan, α) pour tout
le α qui donne une structure näıve.
On a que chaque courbe elliptique sur C peut être identifié un tore complexe
et donc, à isomorphisme de surface de Riemann près, avec un réseau. Á chaque
réseau on associé un nombre complexe τ , de sorte que le réseau soit à iso-
morphisme près, Lτ = 2πi(Z ⊕ τZ). En choisissant dz comme le différentielle
invariante et i(µN ) = 1

N mod Lτ , on plonge une f dans Mk(Γ1(N)) dans
Rk(Γ1(N),C) par le principe de q-expansion, en identifiant q avec e2πiz et en
posant

f(C/Lτ , dz, i) = (2πi)kf(τ).

On a, à la fin

Mk(Γ1(N)) =
{
f ∈ Rk(Γ1(N),C) : f(Tate(q), ωcan, α) ∈ C[[q1/N ]]∀α

}
.

Maintenant, on retourne à l’étude des formes modulaires p-adiques ; on dit que
A est un anneau p-adique si A = lim←−A/p

nA . Si, par exemple, p est nilpotent
dans A, alors A est un anneau p-adique, mais un corps p-adique n’est pas un
anneau p-adique (p est inversible). On dit que φ est un trivialisation de E si
φ : Ê ∼= Ĝm, où Ê est la complétion de E à l’origine (complété par le sous-schéma
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fermé correspondant à le point O, pour une description näıve [Sil09, Chapter
IV]). Maintenant, soit A un anneau p-adique et N = N0p

r, avec (p,N) = 1.
On considère les triplets (E, φ, i), (E, φ, β) et (E, φ, α) où i, β et α sont définis
comme avant mais avec la condition supplementaire que φ ◦ i ou φ ◦ β soit
l’inclusion naturelle dans Ĝm. On définit V (Γ1(N);A) (resp. V (Γ(N0);A) et
V(Γ(N0);A)) comme les fonctions sur les triplets (E, φ, i) (resp. (E, φ, β) et
(E, φ, α)) qui à chaque triplet associe un élément d’une sur-algèbre p-adiques
A′, que ne depend que de la classe de A′-isomorphisme et compatible avec le
changement de base. De la même façon que avant on a

V (Γ(N0);A) ∼= V(Γ(N0);A)⊗ Z[ζN ,
1
N

]

En raison du fait que la courbe de Tate est un quotient de Gm on a φcan :
T̂ate(q) ∼= Ĝm et soit ican soit βcan donnent, par composition avec φcan, l’inclu-
sion naturelle dans Ĝm et par évaluation sur les triplets (Tate(q), φcan, ican) et
(Tate(q), φcan, βcan) on a

– V (Γ1(N);A) ↪→ Â((q)) et V (G(N );A) ↪→ ̂A((q1/N ))
– SiA′ ⊃ A, alors V (Γ1(N);A) = V (Γ1(N);A′)∩Â((q)) et aussi V (Γ(N);A) =

V (Γ(N);A′) ∩ ̂A((q1/N ))

– Le quotient de Â((q)) et par V (Γ1(N);A) et aussi de ̂A((q1/N )) par V (Γ(N);A)
est A-plat.

Parce que on a demandé que i ne dépende pas de la p part de N , est clair qu’on
a une équivalence entre les triplets (E, φ, i) de niveau N et N0 et donc

V (Γ1(N);A) = V (Γ1(N0);A)

et par les mêmes raisons que avant, on peut évaluer f dans V (Γ1(N);A) sur
tout les triplets (Tate(q), φ, α) et on définit

W (Γ1(N);A) =
{
f ∈ V (Γ1(N)) : f(Tate(q), φ, α) ∈ A[ζN ][[q1/N ]]∀φ, α

}
W(Γ(N0);A) =

{
f ∈ V(Γ(N0)) : f(Tate(q), φ, α) ∈ A[ζN ][[q1/N ]]∀φ, α

}
W (Γ(N0);A) =

{
f ∈ V (Γ(N0)) : f(Tate(q), φ, α) ∈ A[ζN ][[q1/N ]]∀φ, α

}
on a toujours

W (Γ1(N);A) = W (Γ1(N0);A)
W(Γ(N0);A) = W (Γ(N);A)⊗ Z[1/N0, ζN0 ]

La condition que f(Tate(q), φ, α) soit dans A[[q]] pour toute trivialisation et
structure de niveau α est équivalent à demander que f soit holomorphe aux
cusps de la compactification de la variété qui classifi les triplets (E, φ, α) [Kat75,
1.0]. On définit en-suite l’action de GL(2,Z/N0Z) sur W(Γ(N0);A) ; pour γ in
GL(2,Z/N0Z) et f dans W(Γ(N0);A) on pose f |γ(E, φ, α) = f(E, φ, α ◦ γ). En
calculant comme cette action modifie la q-expansion, pour

U =
{(

1 a
0 d

)
∈ GL(2,Z/N0Z)

}
, U0 =

{(
1 a
0 1

)
∈ GL(2,Z/N0Z)

}
,
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on a

W (Γ1(N0); Zp) = W(Γ(N0); Zp)U

W (Γ(N0); Zp)⊗ Z[ζN0 ] = W(Γ(N0); Zp)U0 .

On pose ZN0 = Z×p × (Z/N0Z)× et on définit l’action à droite de ZN0 sur
V (Γ(N);A) et W (Γ(N);A) en posant, pour z = (zp, z0), f ◦ z(E, φ, α ◦ γ) =
f(E, z−1

p φ, z0 ◦ i) et cette action est continue pour la topologie p-adique. Soit
Γ = 1+pZp le sous-groupe de Z×p (et de ZN0) des unités principales. En fin, pour
tout couple (E, φ), on peut associer une forme différentielle invariante ω = φ∗ω0,
pour ω0 la différentielle canonique de Ĝm (qui est induite par dx/x). On a donc,
pour tout k, des plongement (par le principe de q-expansion)

Rk(Γ1(N);A) ↪→ V (Γ1(N);A)
Rk(Γ(N);A) ↪→ V(Γ(N0);A)
Rk(Γ1(N);A) ↪→ V (Γ(N0);A).

On a donc que f dans Mk(Γ1(N);A) est plongé dans V (Γ1(N);A) ⊗ Qp ∩
A[[q]], qui est de torsion dans A((q))/V (Γ1(N);A), donc par A-platitude on
déduit que f est dans V (Γ1(N);A) et aussi dans W (Γ1(N);A). Parce que l’ac-
tion de ZN0 , qui est compact, est continue on a

W (Γ1(N);A) ⊃M(Γ1(N);A)

et, de la même façon,

W (Γ0(N);A) ⊃M(Γ0(N);A).

On pose

Ep−1 =
Bp−1

p− 1
Ep−1 = 1− 2(p− 1)

Bp−1

∞∑
n=1

σp−2(n)qn

et on sait que Ep−1 ≡ 1 mod p, parce que p divise le dénominateur de Bp−1.
Soit F = Zp[ζN0 ]/pZp[ζN0 ], qui est une extension finie de Fp et soient

Mk(Γ(N0); F) = Mk(Γ(N0); Zp[ζN0 ])⊗ F

G(Γ(N0); F) =
∞⊕
k=1

Mk(Γ(N0); F).

Par le principe de q-expansion, on a un morphisme naturel de G(Γ(N0); F) vers
F[[q]] qui ne peut pas être injectif (Ep−1 − 1 est dans le noyau). On sait que

W (Γ(N0); F) = W (Γ(N0); Zp[ζN0 ])⊗ F.

On peut donc énoncer le théorème suivant

Théorème 1.4.1. Soit N0 ≥ 3 ou p ≥ 5. On a
– W (Γ(N0); Zp[ζN0 ]) =M(Γ(N0); Zp[ζN0 ]) dans Zp[ζN0 ][[q

1/N0 ]],
– W (Γ(N0); F)Γ ∼= G(Γ(N0); F)/(Ep−1 − 1) et il préserve la q expansion.
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La preuve de cela peut être trouver dans [Kat75, §2] et on a le corollaire
suivant, pour Γ1(N) et Fp, du à Hida [Hid86b, Corollary 1.2].

Corollaire 1.4.2. Soient

Mk(Γ1(N); Fp) = Mk(Γ(N); Zp)⊗ Fp,

G(Γ1(N); Fp) =
∞⊕
k=1

Mk(Γ1(N); Fp).

Alors
– W (Γ1(N0); Zp) = W (Γ1(N); Zp) =M(Γ1(N); Zp) dans Zp[[q]],
– W (Γ1(N0); Fp)Γ ∼= G(Γ1(N0); Fp)/(Ep−1−1) et il préserve la q-expansion.

Démonstration. Par le théorème ci-dessus, on peut identifier

W(Γ(N0); Zp[ζN0 ])) =M(Γ(N0); Zp[ζN0 ])⊗ Z[1/N0, ζN0 ].

L’action de GL(2,Z/N0Z) surM(Γ(N0); Zp[ζN0 ])⊗Z[1/N0, ζN0 ] est donné dans
la façon suivante

– Pour γ dans SL(2,Z/N0Z), l’action sur f , de poids k est f |γ = f |kγ, avec
γ ≡ γ mod N puisque

f |k(z) = (cz + d)−kf(γ(z)) = f(Eγ(z),
du(cz + d)
(cz + d)2

,
1
N

mod Lγ(z))

= f(Ez,du,
(cz + d)
N

mod Lz)

= f |γ(Ez,du,
1
N

mod Lz)

pusique Eγ(z) = Ez et puis on a appliqué une homotopie de coefficient
(cz + d).

– Pour γ =
(

1 0
0 d

)
, l’action sur les formes modulaires est triviale et sur

Z[ζN0 ] envoye ζN0 dans ζdN0
.

On a donc

W(Γ(N0); Zp[ζN0 ]))
U =M(Γ(N0); Zp[ζN0 ])

U0 = W (Γ1(N0); Zp[ζN0 ]).

Il est clair que Mk(Γ(N0); Zp[ζN0 ])
U0 estMk(Γ1(N0); Zp[ζN0 ]). De plus,

Tr : M(Γ(N0); Qp[ζN0 ]) −→ M(Γ(N0); Qp[ζN0 ])
f 7−→ N−1

0

∑
u∈U0

f |u

est surjective et

Tr(
∑
n

a(n/N)qn/N ) = N−1
0

N0∑
d=0

∑
n

a(n/N)ζnd/NN0
qn/N

= N−1
0

∑
N |n

N0a(n/N)qn/N

=
∑
n

a(n)qn
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et donc, parce qu’elle est aussi uniformément continue, M(Γ(N0); Zp[ζN0 ]) est
envoyé dansM(Γ1(N0); Zp[ζN0 ]), qui est donc égal àM(Γ(N0); Zp[ζN0 ])

U0 . Par
définition, on a

M(Γ1(N0); Zp) =M(Γ1(N0); Zp[ζN0 ]) ∩ Zp[[q]]

et par le principe de q expansion

W (Γ1(N0); Zp) = W (Γ1(N0); Zp[ζN0 ]) ∩ Zp[[q]]

Et donc le théorem est vrai pour N0 et pour de la même manière pour N . Pour
la deuxième partie, de la même façon, on prouve que

W (Γ(N0); Fp)Γ = G(Γ(N0); Fp)/(Ep−1 − 1)

et puis, avec Tr, qui envoie Ep−1 − 1 dans lui même et donc

W (Γ1(N0); Fp)Γ = G(Γ1(N0); Fp)/(Ep−1 − 1).

Ce corollaire nous dit que M(Γ1(N); Zp) est indépendant de la p-partie de
N . Il y une autre construction des formes modulaires p-adiques sur Γ1(N), qui
fixe le poids k et considère la réunion des formes modulaire des différents niveau
Γ1(Npr) et on peut démontrer que ces deux constructions cöıncident (c’est un
théorème dû à Hida, [Gou88, Theorem III.3.2]).
Pour a dans (Z/NZ)× et f dans Mk(Γ1(N0);K), on peut définir

f |a(E,ω, i) = f(E,ω, ai),

qui cöıncide avec 〈a〉 f = f |kγ, pour γ ≡
(
a−1 0
0 a

)
mod N dans Γ0(N),

et puisque (z−1
p φ)∗dx/x = z−1

p ((φ)∗dx/x), on a pour z = (zp, z0) dans ZN0 ,

f |z = zkpf |γ, avec γ ≡
(
z−1
0 0
0 z0

)
mod N .

Si f est dansMk(Γ1(N0);OK) alors f |z est dansMk(Γ1(N0);OK) aussi, parce
qu’elle est dans V (Γ1(N);OK) et a encore q-expansion entière. Cette action
cöıncide avec l’action définit ci-dessus de ZN0 sur V (Γ1(N);OK). On considère
maintenant les opérateurs de Hecke Tl et Tl,l = l−2 〈l〉 sur Mk(Γ1(N);OK) ;
pour les formules ci-dessus, on a que |f |Tl|p ≤ |f |p et, en plus, ils préservent
Mk(Γ1(N);K), donc leur action peut être prolongée surM(Γ1(N0);OK). Main-
tenant, on supposera que p diviseN . PourA = K ouOK , on définitHj(Γ1(N);A)
comme la A-sous-algèbre des endomorphismes A-linéaire de Mj(Γ1(N);A) en-
gendrée par les opérateurs de Hecke Tl et Tl,l. Parce que pour j′ > j on a
le plongement de Mj(Γ1(N);A) dans Mj′(Γ1(N);A), on a par restriction un
morphisme de Hj′(Γ1(N);A) vers Hj(Γ1(N);A), on peut donc définir

H(Γ1(N);OK) = lim←−H
j(Γ1(N);OK),

qui agit sur M(Γ1(N);OK) et, puisqu’il agit uniformément, on peut prolonger
l’action surM(Γ1(N);OK). On sait qu’il est compact parce que limite projectif
des anneaux de rang fini sur OK . Par définition, on a un morphisme de res-
triction surjectif de H(Γ1(N);OK) vers H(Γ1(N0p);OK) qui, pour le corollaire
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1.4.2, est injectif. On peut définir de la même façon H(Γ1(N);K), mais il n’agit
pas uniformément et donc on peut pas prolonger sa action surM(Γ1(N);K).
Pour toute extension finie M de K, on a que

Mj(Γ1(N);OK)⊗OK
OM ⊂Mj(Γ1(N);OM )

et il est d’indice fini, donc

Hj(Γ1(N);OK)⊗OK
OM = Hj(Γ1(N);OM )

car il contient tous les générateurs Tl et Tl,l et par définition,

H(Γ1(N);OK)⊗OK
OM = H(Γ1(N);OM ).

On veut définir maintenant l’idempotent e associé à Tp ; pour faire cela, on se
rappelle que dans un anneaux A de rang fini sur OK , pour tout x dans A,
lim
n→∞

xn! est un idempotent de A [Hid93, Lemma 7.2.1] et on pose

ej = lim
n→∞

Tn!
p ∈ Hj(Γ1(N);OK)

et, parce que cette définition est cohérente avec les flèches de transition, on pose

e = lim←−
j

ej .

Pour un H(Γ1(N);OK)-module M , on définit la partie ordinaire Mord = eM ,
qui est l’espace propre de M pour e de valeur prope 1. Hord(Γ1(N);OK) peut
être vu comme la plus grande partie de H(Γ1(N);OK) où Tp est inversible.

Définition 1.4.3. Une forme propre f dans Mk(Γ1(N), ψ) est ordinaire si
1. N est divisible par p ;
2. f |e = f pour l’idempotent associé à Tp.

Par la définition qu’on a donnée pour e, la deuxième condition est équivalente
à |a(p, f)|p = 1, parce que

f |e = lim
n→∞

f |Tn!
p = lim

n→∞
a(p, f)n!f

qui est 0 si |a(p, f)|p < 1, f sinon. La première condition n’est pas restrictive
parce que, si |a(p, f)|p = 1 et k ≥ 2, on peut toujours trouver un unique f0 =
f(z) − αf(pz) (où α est la racine qui n’est pas une unité de X2 − a(p, f)X +
pk−1ψ(p)) de niveau Np, dont les coefficients de Fourier sont les mêmes pour
n pas divisible par p et ordinaire, parce que a(p, f0) est l’autre racine de ce
polynôme [Hid85, Lemma 3.3].
On a donc construit l’algèbre ordinaire pour M(Γ1(N);OK) et maintenant on
veut faire la même chose pour S(Γ1(N);OK). Toujours sous l’hypothèse que
p|N , on pose

h(Γ1(N);OK) = lim←− hj(Γ1(N);OK),

et toutes les propriétés qu’on a énoncé pour M(Γ1(N);OK) et H(Γ1(N);OK)
sont encore vraies et en particulier

S(Γ1(N);OK) = S(Γ1(N0);OK)
h(Γ1(N);OK) = h(Γ1(N0p);OK).
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De la même façon on définit l’idempotent associé a Tp e pour h(Γ1(N);OK),
tel qu’il cöıncide avec la restriction de e dans H(Γ1(N);OK) sur S(Γ1(N);OK).
De plus, h(Γ1(N);OK) est le quotient de H(Γ1(N);OK) par l’annulateur de
S(Γ1(N);OK).
Maintenant on veut énoncer des résultats de dualité comme le théorème 1.2.2,
mais avant il faut introduire un peu de notation

mj(Γ1(N);OK) =
{
f ∈Mj(Γ1(N);K) : a(n, f) ∈ OK pour n > 0

}
= K +Mj(Γ1(N);OK)/K,

Mj
i (Γ1(N);K) =

j⊕
k=i

Mk(Γ1(N);K)

Mj
i (Γ1(N);OK) =

{
f ∈Mj(Γ1(N);K) : |a(n, f)|p ≤ 1 pour n > 0

}
Mj

1(Γ1(N);K) = Mj
1(Γ1(N);OK)⊗K

et on définit comme d’abord, pour A = OK ou K

(h, f)A = a(1, f |h) pour f ∈Mj(Γ1(N);A), h ∈ Hj(Γ1(N);A)

De plus, puisque (h, k)K = 0 pour tout k dans K on a que Hj1(Γ1(N);OK)
agit fidèlement on mj(Γ1(N);OK) et on peut donc prouver le résultat [Hid86b,
Proposition 2.1].

Proposition 1.4.4. Pour A = K ou OK et j > 0, mj(Γ1(N);A) (resp.
Sj(Γ1(N);A)) est dual à Hj1(Γ1(N);A) (resp. hj(Γ1(N);A)). On a donc les
isomorphismes suivants

HomA(Hj1(Γ1(N);A)) ∼= mj(Γ1(N);A),

HomA(mj(Γ1(N);A)) ∼= Hj1(Γ1(N);A),
HomA(hj(Γ1(N);A)) ∼= Sj(Γ1(N);A),
HomA(Sj(Γ1(N);A)) ∼= hj(Γ1(N);A).

Démonstration. La preuve est la même que pour le théorème 1.2.2, mais parce
que on ne l’a pas donné avant, on la donne maintenant pour Hj(Γ1(N);A) et
mj(Γ1(N);A). Si A = K, il suffit de démontrer que l’accouplement est non-
dégénéré, en raison du fait qu’il sont des espaces vectoriels de dimension fini.
On a (Tm, f) = a(m, f), donc si (h, f) = 0 pour tout h, alors a(m, f) = 0 pour
m > 0 et donc f est constante, donc égale à 0. Si (h, f) = 0 pour toute f , alors
a(m, f |h) = (Tm, f |h) = (h, f |Tm) = 0 pour tout m, donc f |h = 0 pour toute f
et puisque Hj1(Γ1(N);K) agit fidèlement, h = 0.
Pour le cas A = OK , pour φ dans HomOK

(Hj1(Γ1(N);OK)), on peut la pro-
longer sur K et on l’appelle encore φ. Pour le premier cas, il existe f dans
mj(Γ1(N);K) tel que (Tm, f) = φ(Tm). Mais φ(Tm) est dans OK , donc f est
dans mj(Γ1(N);OK) et cela nous donne HomOK

(Hj1(Γ1(N);OK)) ∼= mj(Γ1(N);OK)
et HomOK

(mj(Γ1(N);OK)) ∼= Hj1(Γ1(N);OK)

Si on introduit les séries d’Eisenstein Ek = − 2k
Bk
Ek, on a, comme avant,

pour p ≥ 5,
|Epn(p−1) − 1|p ≤ p−n−1
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et, puisque Epn(p−1) est dans Mpn(p−1)(GL(2,Z); Q), on a que la réunion⋃
j>i

Mj
i (Γ1(N);OK)

est dense dans M(Γ1(N);OK) et donc on a

H(Γ1(N);OK) = lim←−
j

Hji (Γ1(N);OK). (1.4.5)

Maintenant, on voudrait avoir pourH(Γ1(N);OK) etM(Γ1(N);OK) des théorèmes
de dualité comme ci-dessus. Posons T = K/OK et Tp = Qp/Zp et

mj(Γ1(N); T) = mj(Γ1(N);K)/mj(Γ1(N);OK)
m(Γ1(N); T) = m(Γ1(N);K)/(m(Γ1(N);OK) +K) = lim

j→∞
mj(Γ1(N); T)

M(Γ1(N); T) = M(Γ1(N);K)/M(Γ1(N);OK)
S(Γ1(N); T) = S(Γ1(N);K)/S(Γ1(N);OK)

et on munit m(Γ1(N); T) et S(Γ1(N); T) de la topologie discrète. On peut donc
définir

(, )Tp : Hj(Γ1(N); Zp)× mj(Γ1(N); Tp) −→ Tp
(h, f)Tp

7−→ (h, f)Qp
mod Tp

avec f dansMj(Γ1(N); Qp) qui est réduit à f dans mj(Γ1(N); Tp) et cet accou-
plement induit

(, )Tp : H(Γ1(N); Zp)× m(Γ1(N); Tp) −→ Tp.

Théorème 1.4.6. Si p ≥ 5, alors H(Γ1(N); Zp) et m(Γ1(N); Tp) (respective-
ment h(Γ1(N); Zp) et S(Γ1(N); Tp) ) sont mutuellement compact-discrète duales
au sens de Pontrjagin ([Wei40, §28], i.e. le dual d’un compact est discret et vice-
vers) sous l’accouplement (, )Tp

.

Démonstration. Soit Hj = Hj1(Γ1(N); Zp). On sait que Hj est libre sur Zp, donc
HomZp(Hj ,−) est exact et il envoie

0→ Zp → Qp → Tp → 0

dans

0 → HomZp(Hj ,Zp) → HomZp(Hj ,Qp) → HomZp(Hj ,Tp) → 0
α ↑ β ↑ γ ↑

0 → mj(Γ1(N); Zp) → mj(Γ1(N); Qp) → mj(Γ1(N); Tp) → 0

et, puisque α et β sont des isomorphismes par la proposition 1.4.4 (un morphisme
de Hj vers Qp est Zp linéaire si et seulement si il est Qp linéaire), alors γ est un
isomorphisme aussi. Puisque

HomZp(lim←−H
j ,−) = lim

→
HomZp(Hj ,−),

en prenant la limite, la suite reste exacte et donc on a, avec 1.4.5

HomZp(H(G1(N); Zp),Tp)) ∼= m(Γ1(N); Tp).
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Avec ce théorème, on voit que m(Γ1(N); Tp) = m(Γ1(N0p); Tp). De plus, par
la formule suivante

(h, f |h′)Tp
= (hh′, f)Tp

pour f ∈ m(Γ1(N); Tp), h, h′ ∈ H(Γ1(N); Zp)

et la définition de e, on a le corollaire suivant [Hid86b, Corollary 2.3].

Corollaire 1.4.7. Pour l’idempotent e associé à Tp et p ≥ 5, on a que Hord(Γ1(N); Zp)
et mord(Γ1(N); Tp) sont mutuellement compact-discrète duales (resp. hord(Γ1(N); Zp)
et Sord(Γ1(N); Tp)) sous l’accouplement (, )Tp

1.5 Rang deHord(Γ1(N);OK) et modules de congruences

On définit
Γ = Γ1 = 1 + pZp, Γn = 1 + pnZp

comme sous-groupe de Z×p . Pour toute extension finie K de Qp, on définit
l’algèbre d’Iwasawa

ΛK = lim←−
n

OK [Γ/Γn]

qui peut être identifié avec OK [[X]] en envoyant le générateur topologique de Γ
1 + p dans X. Pour K = Qp, on pose ΛQp = Λ.
Soit N = N0p

r, avec (N0, p) = 1. On a déjà vu l’action de ZN0 dans laquel on
plonge Γ. Si f est dans Mk(Γ1(N);K), on peut l’écrire comme somme des fk,
formes modulaires de poids k et l’action de z dans Z×p sur f est

f |z =
∑
k

zkfk|γ (1.5.1)

où γ ≡
(
z−1 0
0 z

)
mod pr et γ ≡ 1 mod N0. Soit f dans Mk(Γ1(N);K) et

soit n tel que pnfk soit OK entière pour tout k et donc, pour z dans Γm, avec
m ≥ r, n, on a

|f |z − f |p = |
∑
k

(zk − 1)fk|p ≤ pn−m.

Donc f dans M(Γ1(N);K/OK) est Γm-invariant et donc M(Γ1(N);K/OK),
m(Γ1(N);K/OK) et S(Γ1(N);K/OK) sont la réunion des Γm-invariants et donc
on peut les munir d’une ΛK-action continue et par le théorème 1.4.6, on peut
équiper H(Γ1(N);OK) et h(Γ1(N);OK) d’une action continue de ΛK et cette
action est compatible avec leur structure d’anneau. Si l ≡ 1 mod N , alors l’ac-
tion de l, vu comme élément de Z×p , cöıncide avec l’action de 〈l〉 et ces l sont
denses dans Z×p .
Soit µ l’ensemble des racines p−1-ièmes de l’unité dans Zp. Il agit surH(Γ1(N);OK)
comme on l’a dit et on peut décomposer l’algèbre de Hecke en parties invariantes
par µ. En particulier, pour la partie ordinaire

Hord(Γ1(N);OK) =
p−2⊕
a=0

Hord(Γ1(N), a;OK),

hord(Γ1(N);OK) =
p−2⊕
a=0

hord(Γ1(N), a;OK)
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où l’action de µ sur la partie correspondante à a est donnée par ζ 7→ ζa. Pour
A = K ou OK , on a à chaque niveau

Mk(Γ1(N0p);A) =
p−2⊕
a=0

Mk(Γ1(N0p), a;A),

Sk(Γ1(N0p);A) =
p−2⊕
a=0

Sk(Γ1(N0p), a;A),

Hk(Γ1(N);A) =
p−2⊕
a=0

Hk(Γ1(N), a;A),

hk(Γ1(N);A) =
p−2⊕
a=0

hk(Γ1(N), a;A).

Posons Φ = Γ0(p) ∩ Γ1(N0) et soit ω le caractère de Teichmüller de Zp, qui
envoit z dans lim

n→∞
zp

n

, qui cöıncide avec z mod p, si on regarde F×p comme les
racines p− 1-ièmes de l’unité. On sait que

Mk(Γ1(N0p), a;A) =Mk(Φ, ωa−k;A).

Le premier résultat qu’on veut démontrer est que le rang de Hord(Γ1(N);OK)
sur ΛK est fini et indépendant de K et d’abord on démontrera que son rang
est fini. On sait que l’action de Tp peut changer si on change le niveau, en fait
l’action de Tp pour le niveau N0p et N0 a l’expression suivante

a(n, f |TN0
p ) = a(np, f) + pk−1a(n/p, f |p)

a(n, f |TN0p
p ) = a(np, f)

mais, si k ≥ 2, alors les actions sur Mk(Γ1(N0); Fp) de ces deux différents
Tp cöıncident et donc on peut faire agir H(N0p; Zp) sur cela. Puisque Ep−1 ≡
1 mod pZp, la multiplication par Ep−1 donne un isomorphisme (de H(N0p; Zp)-
modules) deMk(Γ1(N0); Fp) etMk+p−1(Γ1(N0); Fp). Pour a dans Z/(p− 1)Z,
on fix j(a), qui est compris entre 3 et p − 1, tel que j(a) ≡ a mod p − 1 et on
pose

Ga(Fp) = lim
→
Mk+n(p−1)(Γ1(N0); Fp),

où les flèches de transition sont données par la multiplication par Ep−1. On
identifie donc les formes modulaires de différent poids mais égale q-expansion
dans Fp. On a donc, avec la même notation que celle du théorème 1.4.1

G(Γ1(N0; Fp))/(Ep−1 − 1) ∼=
p−2⊕
a=0

Ga(Fp)

comme H(N0p; Zp)-modules. Hida dans [Hid86b, Lemma 4.1] donne le lemme
suivant, dû à Jochonowitz [Joc82, Lemma 1.9].

Lemme 1.5.2. Si k ≥ 3 and p ≥ 5, alors Tp annule les quotients

Mk+p−1(Γ1(N0); Fp)/Mk(Γ1(N0); Fp), Sk+p−1(Γ1(N0); Fp)/Sk(Γ1(N0); Fp).
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On définit, pour tout Λ-modules M

M [pr] = {m ∈M : prm = 0} et MΓ {m ∈M : γm = m∀γ ∈ Γ}

et soientMord(Γ1(N); Tp),Mord
k (Γ1(N); Fp), Sord(Γ1(N); Tp) et Sordk (Γ1(N); Fp)

les parties ordinaires des H(N0p; Zp)-modules correspondantes.

Théorème 1.5.3. Si p ≥ 5, alors on a des isomorphismes de H(N0p; Zp)-
modules qui préservent la q-expansion

Mord(Γ1(N); Tp)Γ =
p−2⊕
a=0

Mord
j(a)(Γ1(N); Fp)

Sord(Γ1(N); Tp)Γ =
p−2⊕
a=0

Sordj(a)(Γ1(N); Fp).

Démonstration. D’abord, par la multiplication par p, on a l’isomorphisme

M(Γ1(N); Tp)[p] ∼=M(Γ1(N); Zp)⊗ Fp

En se rappelant que deux formes modualires p-adiques qui sont proches ont la
même réduction modp, par le corollaire 1.4.2 on a

(M(Γ1(N); Zp)⊗ Fp)Γ ∼= W (Γ1(N0); Fp) ∼=
p−2⊕
a=0

Ga(Fp).

Donc, par le lemme, la partie ordinaire de Ga(Fp) correspond à la partie ordi-
naire de Mj(a)(Γ1(N); Fp) et le théorème est montré en appliquant e. Pour les
formes paraboliques, avec la même preuve on a le résultat.

Corollaire 1.5.4. Si p ≥ 5, alors H(Γ1(N0p);OK) et h(Γ1(N0p);OK) sont
finis sur ΛK et de plus

Hord(Γ1(N0p);OK) = Hord(Γ1(N0p); Zp)⊗OK et hord(Γ1(N0p);OK) = hord(Γ1(N0p); Zp)⊗OK

Démonstration. On commence avec Zp. On a la suite exacte

0→ Tp →M(Γ1(N); Tp)→ m(Γ1(N); Tp)→ 0

qui devient

0→ Tp →Mord(Γ1(N); Tp)→ mord(Γ1(N); Tp)→ 0

parce que Tp agit trivialement sur les constantes. Soit M le dual de Pontrajagin
de Mord(Γ1(N); Tp), on a par le théorème 1.4.6

0→ Hord(Γ1(N0p);OK)→M → Zp → 0

où Γ agit trivialement sur Zp. Pour m l’idéal maximal de Λ, on a, par définition,
queM/mM est l’espace dual à (M(Γ1(N); Tp)[p])Γ, qui a un nombre fini d’éléments
par le théorème ci-dessus. Puisque M est un module continu (pour la topologie
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m-adique) sur un anneau compact, il est fini sur Λ. Comme on l’a déjà dit,
Mord(Γ1(N); Tp) est le réunion de Γm-invariant, tous de torsion, donc

Mord(Γ1(N); Tp) =
⋃
j

Mord(Γ1(N); Tp)[mj ]

et, par dualité, on obtient

M = lim←−
M

mjM
.

Donc, puisque M est la limite projective des modules finis, il est de type fini
sur Λ et par noetherianite de Λ, Hord(Γ1(N0p); Zp), sous-module de M , est
de type fini et hord(Γ1(N0p); Zp), quotient de Hord(Γ1(N0p); Zp) l’est. Pour Ok
général, Hord(Γ1(N0p);OK) est la partie ordinaire de H(Γ1(N0p); Zp)⊗OK que
par finitude est Hord(Γ1(N0p); Zp)⊗OK , qui est fini sur ΛK .

On peut donc démontrer un théorème très précis sur le rang deHord(Γ1(N0p);OK)

Théorème 1.5.5. Soit p ≥ 5 et N = N0p. Alors les parties ordinaires Hord(Γ1(N0p);OK)
et hord(Γ1(N0p);OK) sont libres de rang fini sur ΛK . Plus précisément

rangΛK
(Hord(Γ1(N0p), a;OK)) = rangZp

Mord
j(a)(Γ1(N0); Zp)

rangΛK
(hord(Γ1(N0p), a;OK)) = rangZp

Sordj(a)(Γ1(N0); Zp).

Démonstration. Il suffira de démontrer le théorème pour OK = Zp et puis
d’appliquer le corollaire 1.5.4. On commence avec les formes modulaires ; comme
on l’a déjà fait auparavant, on décomposeMord(Γ1(N0); Tp) en espaces propres
pour l’action de µ

Mord(Γ1(N0); Tp) =
p−2⊕
a=0

Mord(Γ1(N0), a; Tp).

Explicitement, on a

Mord(Γ1(N0), a; Tp) =
{
f ∈Mord(Γ1(N0); Tp) : f |ζ = ζaf pour ζ ∈ µ

}
.

On poseM =Mord(Γ1(N0); Tp) etM(a) =Mord(Γ1(N0), a; Tp). Par le théorème
1.5.3 et comme f |z =

∑
k z

kf |γ (1.5.1), on a

(M(a)[p])Γ =Mord
j(a)(Γ1(N0); Fp).

Posons
Mk =

{
f ∈M : f |z = zkf∀z ∈ Z×p

}
et donc on a, si k ≡ a mod p − 1, puisque le fait que z soit dans Γ implique
zk ≡ 1 mod p, pour la partie de p-torsion

Mk[p] ↪→ (M(a)[p])Γ ∼=Mord
j(a)(Γ1(N0); Fp).

Naturellement, M′

k =Mord
k (Γ1(N0); Qp)/Mord

k (Γ1(N0); Zp), les formes modu-
laires de poids k, ordinaires, dans Tp sont dansMk. Par multiplication par p et
par le lemme 1.5.2, on a

M
′

k[p] ∼=Mord
k (Γ1(N0; Fp)) ∼=Mord

j(a)(Γ1(N0; Fp)),
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et donc on a, par double inclusion, que Mk[p] et M′

k[p] cöıncident et on peut
prouver le même résultat pour les parties de pn-torsion. Vu queMk etM′

k sont
p-divisibles et ont la même p-torsion, il cöıncident. On a donc prouvé que les
formes modulaires dansM qui se transforment comme une forme modulaire de
poids k correspond à formes modulaires de poids k ordinaires, donc

Mk
∼= Trp pour r = r(a) = rangZp

Mord
k (Γ1(N0); Zp).

On fixe a et soit M(a) le dual de Pontrjagin de M(a) et on a

0→ Ker→ Λr →M(a)→ 0

puisqueMk est dansM(a). Soit Pk = (1 +X)− (1 + p)k, qui est dans Λ pour
tout k dans Z. Pour k ≥ 3, k ≡ a mod p − 1, on a une surjection (le produit
tensoriel est exact à droite) de Λr/PkΛr vers M(a)/PkM(a), qui est le dual de
Mk et tous les deux sont isomorphes à Zrp. Donc, Ker est dans l’intersection de
PkΛr, pour k ≥ 3, k ≡ a mod p − 1, qui est 0 parce que les Pk sont premiers
entre eux. Donc M(a) est libre de rang r. Puisque Z×p agit trivialement sur Zp,
les formes modulaire de poids 0 sur Γ1(N0)(i.e, le fonctions holomorphes sur
X1(N0), avec coefficients de Fourier dans Zp), si a 6= 0,

M(a) = mord(Γ1(N0), a; Tp) =
{
f ∈ mord(Γ1(N0); Tp) : f |ζ = ζaf∀ζ ∈ µ

}
,

et, par dualité, on a que Hord(N0p, a; Zp) est libre de rang r.
Soit a = 0, on a

0→ Tp →M(0)→ mord(Γ1(N0), 0; Tp)→ 0

et, par dualité,

0→ Hord(Γ1(N0p), 0; Zp)→M(0)→ Zp → 0

et si on tensorise par Λ/XΛ, on obtient une surjection de Zrp vers Zp et on
choisit une base (e1, . . . , er) telle que cette surjection soit la projection sur le
premier facteur. On relève cette base à (e1, . . . , en), n vecteurs libres dans Λr ∼=
M(0), qui forment une base parce que

∑r
i=1 Λei est complète et dense. Donc

Hord(Γ1(N0p), 0; Zp) ∼= Λr−1⊕XΛ, parce qu’il est le noyau de la flèche de M(0)
vers Zp.
La même preuve donne le résultat pour les formes paraboliques.

On a ensuite le corollaire qui nous prépare au fait que les formes ordinaires
sont classiques formes modulaires dans Mk(Γ1(N)), si k est plus grand que 3
ou 2.

Corollaire 1.5.6. Pour Pk = 1 + X − (1 + p)k et k ≥ j(a) (k ≥ 2), on a les
isomorphismes suivants

Hord(Γ1(N0p), a;OK)
PkHord(Γ1(N0p), a;OK)

∼= Hordk (Γ1(N0p), a;OK)

hord(Γ1(N0p), a;OK)
Pkhord(Γ1(N0p), a;OK)

∼= hordk (Γ1(N0p), a;OK).
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Démonstration. Comme toujours, on démontre le théorème pour Zp et puis pour
OK on étend les scalaires. On pose

Mk(a) =
{
f ∈M(a) : f |z = zkf ∀z ∈ Γ

}
qu’on peut définir aussi comme

Mk(a) = {f ∈M(a) : f |Pk = 0}

en raison du fait que 1 + p est le générateur de Γ. Avec la même notation
qu’auparavant, Mk(a) = Mk si k ≡ a mod p − 1 et k ≥ j(a) ; son dual
M(a)/PkM(a) = Hord(Γ1(N0p), a;OK)/PkHord(Γ1(N0p), a;OK) est le dual de
mordk (Γ1(N), a; Zp) qui est Hordk (Γ1(N), a; Zp), donc soit a 6≡ k mod p − 1. On
définit

M
′

k(a) =Mord
k (Γ1(N), a; Qp)/Mord

k (Γ1(N), a; Zp)

qui se plonge dans Mk(a). Il faut noter que f dans M′

k(a) se transforme sur
Φ par ωa−k. En raison du fait que le dual de M′

k est Hordk (Γ1(N0p), a;OK) et
que Hord(Γ1(N0p), a;OK)/PkHord(N0p, a;OK) est, par le théorème précédant,
le dual de Mk(a), il suffit de montrer que Mk

′(a) = Mk(a). Toujours par le
théorème précédent, rangMk(a) = r(a) et soit

E
′

t = − 2t
Bt,ω−t

Et(ω−t)

avec Bt,ω−t le nombre de Bernoulli généralisé. Si t 6≡ 0 mod p − 1, alors Et ≡
1 mod p. On a que E

′

k−j(a) définit un isomorphisme entreM′

j(a)(a)[p](=Mj(a)[p])

etM′

k(a)[p] et donc on a que la dimension deM′

k(a)[p] sur Fp est r(a) et donc
son rang est plus grand que r(a).
Pour les formes paraboliques, avec la même notation, il faut prouver que

dimFp
(S

′

k(a)[p]) ≥ dimFp
(Sordj(a)(Γ1(N0); Fp) = s(a)

pour S ′k(a) = Sordk (Γ1(N), a; Qp)/Sordk (Γ1(N), a; Zp)
On sait grâce à [Hid81, Proposition 6.2], que

s(a) = dimFp
(S

′

2(a)[p])

et, en mulpliant par E
′

k−2, si k 6≡ 2 mod p− 1, ou par Enp−1 si k ≡ 2 mod p− 1,
où n = (k− 2)/(p− 1), on a une injection de S ′2(a)[p] dans S ′k(a)[p] et donc ceci
prouve que

dimFp(S
′

k(a)[p]) ≥ s(a)

On a donc démontré que l’algèbre de Hecke ordinaire Hord(N0p, a;OK) est
une somme directe des anneaux locaux, libres sur ΛK et que quand on prend le
quotient par Pk (on évalue X dans (1− p)k − 1), on obtient les anneaux locaux
de l’algèbre de Hecke classique. Un cas très facile à comprendre et qui est très
important (les formes modulaires Λ-adiques de Wiles), est le suivant : un anneau
local est isomorphe à ΛK et donc à chaque Tn on associe A(n,X) dans ΛK et,
par évaluation de X sur x dans Qp, on a un morphisme de l’algèbre de Hecke.
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Si on choisit x = (1− p)k − 1 (k plus grand que j(a)), on a par le corollaire
un morphisme de l’algèbre de Hecke de niveau k et on sait, par dualité, qui
correspond à une forme modulaire, qui est une forme propre pour Tn. Donc

f(q,X) =
∞∑
n=0

A(n,X)qn

par évaluation de X sur (1− p)k − 1 on a des formes modulaires propres et
ordinaires de poids k !
On veut introduire, dans le contexte des algèbres de Hecke ordinaire, les formes
nouvelles et donc on pose

[d] : M(Γ1(N);OK) −→ M(Γ1(Nd);OK)
f =

∑
n a(n, f)qn 7−→

∑
n a(n, f)qdn

qui cöıncident sur les formes classiques avec d1−kf |
(
d 0
0 1

)
(z), comme on

l’a défini précédentement. Comme il respecte les formes modulaires entières, il
donne une injection de M(Γ1(N); T) dans M(Γ1(dN); T) et on pose donc

O(Γ1(N); T) =
∑
t|N0

m(Γ1(N/t); T)|[t] +
∑
t|N0

m(Γ1(N/t); T)

Os(Γ1(N); T) =
∑
t|N0

S(Γ1(N/t); T)|[t] +
∑
t|N0

S(Γ1(N/t); T)

et l’action de Tp sur cet espace est bien définie, parce que t est premier avec p
et on définit ensuite la partie ordinaire

Oord(Γ1(N); T) ⊂ mord(Γ1(N); T)
Oords (Γ1(N); T) ⊂ Sord(Γ1(N); T)

Définition 1.5.7. On définit les idéaux P(Γ1(N);Ok) et p(Γ1(N);OK) comme
les annullateurs des Oord(Γ1(N); T) dans Hord(N0p, a;OK)) et de Oords (Γ1(N); T)
dans hord(N0p;OK)). Par le corollaire 1.4.2, Oord(Γ1(N); T) et Oords (Γ1(N); T)
sont indépendants de la puissance de p qui divise N et donc P(Γ1(N);Ok) et
p(Γ1(N);OK) sont aussi indépendants.

On a la caractérisation suivante [Hid86b, Corollary 3.3] ;

Corollaire 1.5.8. L’intersection de P(Γ1(N);Ok) (resp. p(Γ1(N);OK)) avec le
nilradical de Hord(N0p, a;OK)) (resp. hord(N0p;OK))) est null et P(Γ1(N);Ok)
et p(Γ1(N);OK) sont libre (de rang fini) sur ΛK .

Il y a une relation entre ce théorème et les congruences des formes mo-
dulaires : on fixe R une composante irréductible de Hord(N0p, a;OK) et donc
Rk = R/PkR est une composante irréductible de Hordk (N0p, a;OK). Soit S =
R⊗K/Nil(R⊗K), qui est de dimension d sur K. Par des considérations de Hida
[Hid85, §3], on a exactement d formes propres {fi} tel que, pour ek l’idempotent
associé à Rk, on a fi|ek = fi. Elles correspondent à d morphismes OK-linéaires
vers Qp, qui satisfont, pour b l’idéal maximal de OQp

, une des propriétés sui-
vantes :
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1. fi ≡ fσj mod b pour σ dans Gal(Qp/K) ;

2. a(m, fi) ≡ a(m, fj) mod b pour m ≥ 1.

De plus, {fi} est maximal entre les ensembles ayant cette propriété et, pour
π l’uniformisant de OK , on a que Rk/πRk est indépendant de k, parce il sont
tous isomorphes à R/mR. Donc si 2 est satisfait pour k′, il est satisfait pour
tout k ≥ j(a). Donc si K est suffisamment grand pour contenir a(m, fj) pour
tout j et m, la deuxième condition est toujours vérifiée. Donc, une composante
irréductible de l’algèbre de Hecke correspond à une famille maximale des formes
propres avec les mêmes valeurs propres modulo b. Pour distinguer les différentes
formes propres congrues modulo b, on introduit

Q = Q(Γ1(N);K) = Hord(Γ1(N);OK)⊗ LK ,
q = q(Γ1(N);K) = hord(Γ1(N);OK)⊗ LK ,
P(Γ1(N);K) = P(Γ1(N);OK)⊗ LK ,
p(Γ1(N);K) = p(Γ1(N);OK)⊗ LK ,

pour LK le corps des fractions de ΛK . On a que Q et q sont des algèbres ar-
tiniennes de dimension finie sur LK , donc somme directe des anneaux locaux ;
P(Γ1(N);K) et p(Γ1(N);K) sont réduits, donc ils sont des produits des exten-
sions finies de LK .

Définition 1.5.9. Un anneau local K de Q est primitif de niveau N0 s’il est
dans P(Γ1(N);K). Si K est dans q, il est dit cuspidal ou parabolique. Si la
clôture algébrique de Qp dans K cöıncide avec K, alors on dit que K est définit
sur K.

Théorème 1.5.10. Pour toute extension finie M de K, on a

Q(Γ1(N);M) = Q(Γ1(N);K)⊗K M

q(Γ1(N);M) = q(Γ1(N);K)⊗K M.

Si K est primitif et défini sur K, alors KM = K⊗KM est un corps et peut être
vu comme une unique composante primitive de Q(Γ1(N);M).

Démonstration. On sait que Hord(Γ1(N);OM ) = Hord(Γ1(N);OK) ⊗OK
OM

et ΛM = ΛK ⊗OK
OM et donc la première propriété est directe suit. KM est

un corps parce que K ∩ M = K et la deuxième propriété est deduit de la
première.

Pour un espace vectoriel V sur LK , on considère X un réseau, qui est un
ΛK-sous-module qui engedre V comme espace vectoriel. On pose

X̂ =
⋂

P :ht(P )=1

XP

qui est libre et il est appelé la clôture libre de X . X/X̂ a un nombre fini
d’éléments, il est pseudo-nul (il est annulé par les idéaux de hauteur égale à 1)
et il est nul si et seulement si X est libre. Dans notre cas, Hord(Γ1(N);OK) et
hord(Γ1(N);OK) sont des réseaux dans Q et q . On note avec H et h les algèbres
de Hecke sur OK . Pour tout K dans Q (resp. q), on décompose Q = K⊕A (resp.
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q = K ⊕ B) et on note H(K) et H(A) (resp. h(K) et h((B))) les projections de
H (resp. h) sur K et A (resp. K et B). On pose

H′ = H(K)⊕H(A) et h ′ = h(K)⊕ h(B)

et H, h leurs clôtures libres.

Définition 1.5.11. On définit les ΛK-modules suivants

T = T (K;K) = H/H, N = N (K;K) = H/H′,
C = C(K;K) = h/h , Ns = Ns(K;K) = h/h ′.

Théorème 1.5.12. Soit R l’anneau local de H (ou h) tel que R ⊗ LK ⊃ K.
On suppose K parabolique si nécessaire. Alors on a

i) T et C sont des-ΛK modules finis et de torsion.
ii) Pour K défini sur K et M/K extension finie, on a

T (KM ;M) = T (K;K)⊗ΛK
ΛM ,

C(KM ;M) = C(K;K)⊗ΛK
ΛM .

iii) T = 0 (resp. C = 0) si et seulement si R⊗LK = K.
iv) Les annulateurs de T et C dans ΛK sont principaux.
v) N et Ns sont pseudo-nulls.

Démonstration. On démontre les résultats seulement pour H, parce pour h la
preuve est la même.

i) On sait que Q/H est de torsion, donc T aussi. H est un réseau libre et de
rang fini pour le théorème 1.5.5, donc T est fini aussi.

ii) On pose comme avant HM , HM (KM ), HM (AM ) et HM . On sait déjà
que HM = H⊗OK

OM et il suffit donc de montrer que HM = H⊗OK
OM .

En fait, H⊗OK
OM = H⊗ΛK

ΛM est libre sur ΛM et

(H⊗OK
OM )/(H′ ⊗OK

OM ) = N (K;K)⊗OK
OM

est pseudo-nul, donc il est la clôture libre de (H′ ⊗OK
OM ) mais

H′ ⊗OK
OM = (H ∩K)⊕ (H ∩A)⊗OK

OM
= (HM ∩ KM )⊕ (HM ∩ AM ) = H′M

donc
T (KM ;M) = HM/H

′

M = T (K;K)⊗OK
OM

mais comme on l’a déjà remarqué dans le théorème 1.5.10, sur un ΛK-
module, −⊗OK

OM et −⊗ΛK
ΛM donnent le même résultat.

iii) T = 0 si et seulement si H(K) = H ∩ K est libre, mais R ⊗ LK = K
implique H(K) = R qui est libre par le théorème 1.5.5.

iv) Pour cette partie, on aura besoin de beaucoup d’algèbre commutatif
[Bou65, VII, §§1-4]. On appelle un réseau réflexif s’il cöıncide avec son
bidual. Pour a, idéal de ΛK on pose

div(a) =
⋂

x∈(ΛK :a)

xΛK
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qui est un idéal qui contient a. Si a = diva, alors a est un diviseur de ΛK .
Un diviseur s’il est premier si est un idéal premier et les diviseurs premiers
cöıncident avec idéaux premiers de hauteur 1, qui sont principaux puisque
ΛK est à factorisation unique. Tout diviseur peut être écrit comme produit
des diviseurs premiers. Donc dans ΛK tous les diviseurs sont principaux.
Soit a l’annullateur de T , on veut démontrer qu’il est un diviseur. Puisque
div(a)/a est pseudo-null, X = divaT , l’est et il est inclus dans Q/H.
Puisque H est réflexif (il est libre), les premiers associés à Q/H sont des
diviseurs, donc les premiers associés à X sont de hauteur 1 et par pseudo-
nullité, ils n’existent pas. Donc X = 0 et div(a) est dans l’annulateur de
T , a. Donc a = div(a).

v) N est pseudo-nul puisqu’il est la clôture libre d’un réseau quotienté par
le réseau.

Pour une composante K de Q, on a une projection naturelle de H vers
Ĥ(K), la clôture libre de H(K), qui nous donne, en tensorisant par ΛK/PkΛK ,
un morphisme λk de Hordk (Γ1(N0p;OK)) (par le corollaire 1.5.6) vers Ĥk(K) =
Ĥ(K)/PkĤ(K).

Définition 1.5.13. Une forme propre normalisée f dans Mk(Γ1(N0p);OK)
appartient à K si le morphisme λ de Hk(Γ1(N0p)) vers Qp se factorise par λk.

Il faut que f soit ordinaire, par exemple. On a donc le corollaire suivant

Corollaire 1.5.14. On suppose K primitif et parabolique et soit d = [K : LK ].
Pour tout k ≥ 2, ĥk(K) se plonge dans hordk (Γ1(N0p;K)) comme sous-algèbre et
il y a exactement d formes propres ordinaires qui appartient à K, de conducteur
divisible par N0. Inversement, pour toute f ordinaire dans Sk(Γ1(N0p)), associée
à une forme primitive de conducteur divisible par N0, il existe un unique K
primitif dans q auquel f appartient.

Démonstration. Soit L = h ∩ K, qui est un réseau réflexif et donc libre de ΛK
(par un théorème de Serre, les ΛK-réseaux réflexifs sont libres [Ser95, Lemma
2.2]). On a ensuite, en posant P = Pk, que L/PL est plongé dans LP /PLP . On
obtient donc

0→ LP → hP → hP /LP → 0

puisque h/L est sans torsion, sa localisation à P est libre sur ΛP et puisque
LP /PLP (qui annule le formes vieux) est un idéal de hP /P hP , qui est un anneau
artinien, il est donc semi-simple et LP doit cöıncider avec h(K)P , puisqu’ils ont
pour le corollaire (1.5.6) le même corps résiduel. Puisque LP /PLP est semi-
simple, alors LP = h(K)P est non-ramifié sur ΛP (P engendre les anneaux
locaux) et puisque Ĥ(K) est libre sur ΛK , Ĥ(K)/P Ĥ(K) est libre sur OK . Mais,
puisque Ĥ(K)P = H(K)P est non ramifié sur P , L/PL est un OK sous-module
de Ĥk(K) avec le même rang et par localisation, on plonge Ĥk(K) dans LP /PLP .
Mais

Fk = Ĥk(K)⊗OK
K = LP /PLP

est un sommant direct, par semi-simplicité, de Hordk (Γ1(N);K). [Hid85, Propo-
sition 4.4] nous assure qu’el existe d = [Fk : K](= [K : LK ]) formes primitives
ordinaires de conducteur divisible par N0. En effet, cette proposition 4.4 est la

34



formulation, dans le langage des formes ordinaires du théorème 1.2.6, que nous
sommes en train de reformuler dans le langage de composants primitifs et pa-
raboliques. Pour l’autre sens, on démontrera cela indirectement, en calculant la
dimension de q(N0p;K) sur LK et de Sordk (Γ1(N0);K) sur K. Pour s et t tels
que ts|N0, on pose

[t]s : Sord(Γ1(sp); TK) −→ M(Γ1(N0p); TK)
f =

∑
n a(n, f)qn 7−→

∑
n a(n, f)qtn

qui induit par dualité un morphisme

[t]s : Hord(Γ1(N0p);OK) −→ Hord(Γ1(sp);OK),

et soit φt,s la composition de [t]s avec la projection de q(sp;K) sur p(sp;K).
On définit donc

φ : q(N0p;K) −→
⊕

t,s p(sp;K)
h 7−→

∑
t,s φt,s(h)

Ce morphisme est injectif et, en posant d(s) = dimLK
p(sp;K), on obtient

dimLK
q(sp;K) ≤

∑
t|N0

τ(t)d(N0/t)

pour τ qui compte les diviseurs positifs de t. Par la proposition 4.4 de [Hid85],
on a

dimKSordk (Γ1(N0p);K) =
∑
t|N0

τ(t)dk(N0/t)

où dk(N0/t) est le nombre des formes propres ordinaires associées aux formes
primitifes de conducteur divisible par N0/t. On a donc dk(N0/t) ≥ d(N0/t) par
la première partie du corollaire, mais par le théorème 1.5.5, on

dimKSordk (Γ1(N0p);K) = dimLK
q(N0p;K)

qui nous permet de conclure et nous donne l’indépendance du nombre des formes
ordinaires primitives de poids k.

Maintenant, on va introduire les modules de congruences, qui sont une me-
sure des congruences modulo p qu’une forme modulaire f satisfait avec des
autres formes modulaires. Soit comme précédemment

Fk = Ĥk(K)⊗OK
K = LP /PLP

et décompose
Hordk (Γ1(N0p);K) = Fk ⊕Ak

ou si K est parabolique,

hordk (Γ1(N0p);K) = Fk ⊕Bk

et soient H(Fk) et H(Ak) (resp. h(Fk) et h(Bk))les projections sur Fk et Ak
(resp. Fk et Bk) de Hordk (Γ1(N0p);OK) (resp. hordk (Γ1(N0p);OK)).
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Définition 1.5.15. On définit les OK-modules de p∞-torsion, pour k ≥ j(a),
ou k ≥ 2 pour le cas parabolique,

Tk(K) = (H(Fk)⊕H(Ak))/Hordk (Γ1(N0p);OK),
Ck(K) = (h(Fk)⊕ h(Bk))/hordk (Γ1(N0p);OK).

Ils sont presque les fibres au poids k de T et C

Corollaire 1.5.16. Si nécessaire, on considère K paraboliques. On a des suites
exactes

0 → Tk(K) → T (K;K)/PkT (K;K) → N (K;K)/PkN (K;K) → 0
0 → Ck(K) → C(K;K)/PkC(K;K) → Ns(K;K)/PkNs(K;K) → 0

pour k ≥ j(a) (k ≥ 2).

Pour expliquer le nom module de congruences, considérons le cas [K : LK ] =
1 et K parabolique, dans lequel cas h(K) = ΛK , puisque ΛK est intégralement
clos dans LK et soit f(X) la forme Λ-adique comme avant. Posons fk =
f((1 + p)k − 1), on a donc h(Fk) = OK et cette projection correspond à λk, le
morphisme associé à fk. Supposons Ns = 0 ; alors, par le théorème 1.5.12, C est
isomorphe à ΛK/H(X)ΛK et par le corollaire Ck(K) estOK/H((1 + p)k−1)OK .
On sait que pour fk = f((1 + p)k − 1) il y a un sommant direct, isomorphe à
OK , dans h(Fk), mais si le module de congruences n’est pas null, il existe un
autre sommant direct, qui correspond à autres formes modulaires g, qui sont
congruents à fk modulo ωrK , pour ωK uniformisant de OK et r la valuation
ωK-adique de H((1 + p)k − 1). Donc,

il existe une autre forme modulaire g telle que fk ≡ g mod b si et seulement si
Ck(K) est non nul.

Si Ns = 0, peut choisir H tel que H(Pk) correspond au dénominateur de l’idem-
potent de Fk. Après ce corollaire, on aimerait bien savoir quand N est nul. On
se concentre sur le cas parabolique ; soit donc R l’anneau local de h tel que
R⊗ΛK

LK ⊃ K et on décompose

R⊗ΛK
LK = K ⊕ B

et soientR(K) etR(B) les projections deR sur K et B. Par définition C(K;K) =
R̂(K)⊕R̂(B)/R. Pour tout k ≥ 2,R/PkR est un anneau local de hordk (Γ1(N0p));OK
et décompose

R/PkR⊗OK
K = Fk ⊕Bk

et pour R(Fk) et R(Bk) les projections de R/PkR, on a, par définition,

Ck(K) = (R(Fk)⊕R(Bk))/R/PkR

et on a la proposition suivante [Hid86b, Proposition 3.9]

Proposition 1.5.17. Si une des conditions suivantes est satisfaite par R/PkR
pour un k ≥ 2, alors Ns = 0.

i) R(Fk)⊕R(Bk) est intégralement clos dans R/PkR⊗OK
K ;
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ii) R/PkR ∼= HomOK
(R/PkR;OK) comme R/PkR-module et R(Fk). intégralement

clos dans Fk

Le même critère existe pour K non paraboliques. L’importance des modules
de congruences est due au fait que l’annulateur de C(K;K), par exemple dans le
cas d’une forme Λ-adique, donne une interpolation p-adique (d’une façon qu’on
précisera par la suite) aux valeurs de la fonction L(s, fk) imprimitif associé à le
carré symétrique de fk qu’on définirai dans le troisième chapitre [Hid88a].

1.6 Encore sur composants primitifs et modules
des congruences

Maintenant on utilise la définition alternative de |kγ,

f |kγ = det(γ)k/2(cz + d)−kf(γ(z)).

Jusqu’à présent, nous sommes concentrés sur les éléments Pk dans ΛK , mais on
peut aussi considérer les Pk,ε = (1 + X) − ε(1 + p)(1 + p)k, pour ε caractère
d’ordre fini de Γ (i.e. ker(ε) = Γr) et, en faisant les bons changements, on peut
démontrer les équivalents des corollaires 1.5.6, 1.5.14 et 1.5.16 [Hid86a, §1].
Plus précisément, soit maintenant R, comme avant, une composant irréductible
de h(Γ1(N);OK) et soit I sa clôture intégrale dans K et λ la projection de
h(Γ1(N);OK) sur I.

Définition 1.6.1. Pour un caractère ψ de Z/NpZ, on dit qu’une composante
irréductible K de q(Γ1(Np);K), a caractère ψ si K est dans la partie propre
associé à ψ, q(Γ1(Np), ψ;K).

On considère l’ensemble de Qp-points du OK-schéma Spec(I)

X (I) = HomOK
(I,Qp)

A(I) = {P ∈ X (I) : P |ΛK
= Pk,ε, ε d’ordre fini }

Les points du deuxième type sont appelés arithmétiques et pour tous P dans
A(I), on note k(P ) et εP le poids et le caractère des P |ΛK et avec pr(P )−1 on
désigne l’ordre de εP . On peut toujours choisir K suffisamment grand, tel que
A(I) soit Zariski dense dans X (I). Pour exemple, si d est le rang de I sur ΛK ,
alors on peut substituer K par l’extension de K obtenue en composant toutes
les extensions de degré plus petit ou égal à d et on a que les points arithmétiques
sont alors Zariski denses (ils sont infinis).
Puisque I est réduit, un élément de I est déterminé par ses valeurs sur les points
arithmétiques. On a le suivant

Théorème 1.6.2 (Théorème de contrôle de Hida). Pour tout P dans A(I) de
poids ≥ 2, on a

h(Γ1(N);OK)⊗ΛK
I/P ∼= hordk(P )(Φ

1
r(P ), εP ;OK)

pour Φsr = Γ0(pr) ∩ Γ1(Nps).

37



Si on compose λ avec P , par le théorème de contrôle on a que

fP =
∞∑
n=1

P ◦ λ(T (n))qn

est une forme ordinaire, classique dans Sk(Γ1(Npr), ψεPω−k(P )) [Hid86a, Co-
rollary 1.6]. On a la proposition suivante

Proposition 1.6.3. Les deux conditions suivantes sont équivalentes
i) Il existe P ∈ A(I) avec k(P ) ≥ 2, tel que fP est primitif de niveau Npr(P ),

r(P ) ≥ 1.
ii) Pour tout P ∈ A(I) de poids k(P ) ≥ 2 et avec la p-partie de εPψω−k(P )

non triviale, fP est primitive.

Si une de ces conditions est vérifiée, alors λ (ou I) est dit primitif. Si fP
est primitive et la p-partie de εPψω−k(P ) est triviale, par la théorie de Atkin-
Lehener, |a(p, fP )|p = p−k/2+1, donc si fP est ordinaire, alors k = 2.
On définit un nouveau module de congruences C(λ) = coker(δ), pour

δ : hord(Γ1(N);OK)⊗ΛK
I → h(K)⊕ h(B)

qui est plus petit de C(K;K) si R ne cöıncide pas avec I. C ?est un I-module de
torsion et il est fini. Avec cette définition, on a que la deuxième condition de ii),
proposition 1.5.17 est toujours vérifiée et souvent son annuateur est principal
[Hid88a, Theorem 0.1].
On introduit le tordu d’une forme modulaire pour un caractère. Soit χ un ca-
ractère de Z/MZ et f une forme modulaire dans Mk(Γ0(N ′), ψ), on pose

f |χ =
∞∑
n=1

χ(n)a(n, f)

et on sait que f |χ est dans Mk(Γ0(N ′), ψχ2), pour N ′ = m.c.m.(M2, N).
On peut donc définir

[χ] : S(Γ1(N);OK) −→ S(Γ1(N ′p);OK)
f 7−→ f |χ.

Supposons maintenant que χ soit primitif de conducteur M premier avec p. En
utilisant les définitions de la première section, on a

χ(l)[χ]Tl = Tl[χ]

pour tout l premier. Puisque lim
n→∞

χ(p)n = 1, l’idempotent e associé à Tp com-

mute avec [χ] et on peut donc considérer

[χ] : Sord(Γ1(N);OK) −→ Sord(Γ1(N ′p);OK)

et soit Sord(Γ1(N);OK)|[χ] l’image de [χ] et hordχ (Γ1(N);OK) la ΛK sous-

algèbre de EndΛK
(Sord(Γ1(N);OK)|[χ]) engendrée par Tn, n positif. Par OK-

dualité entre les formes paraboliques et leurs algèbres de Hecke, on peut définir

χ∗ : hordχ (Γ1(N);OK) −→ hord(Γ1(N);OK)
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qui envoie Tl dans χ(l)Tl. Si on définit hordt (Γ1(N);OK) comme la ΛK-sous-
algèbre de hord(Γ1(N);OK) engendre par Tl avec (l, t) = 1, on a que l’image de
χ∗ est dans hordC(χ)(Γ1(N);OK). Pour tout morphisme primitif λ (associé à I) et
χ caractère primitifs de conducteur premier avec p, on pose

λ′ : hord(Γ1(N ′);OK)⊗ΛK
I res−→ hordχ (Γ1(N);OK)⊗ΛK

I χ∗−→
hordC(χ)(Γ1(N);OK)⊗ΛK

I λ−→ I.

Cet morphisme peut ne pas être primitif, mais il existe un unique morphisme
primitif associé à λ′. Soit C(λ′) le conducteur du morphisme primitif associé.

Définition 1.6.4. On définit

λ⊗ χ : hord(C(λ′);OK)⊗ΛK
−→ I

comme le morphisme primitif associé à λ′ et on l’appelle le tordu de λ par χ.

On a l’important théorème suivant

Théorème 1.6.5. Soit P dans A(I), k(P ) ≥ 2, λ le I-morphisme associé.
Soit ψ le caractère de I, χ un caractère primitif de conducteur premier avec p
et λ ⊗ χ le tordu de λ par χ. Pour fP et gP les formes modulaires associées à
λ et λ⊗ χ, εPψPω−k(P ) la p-partie du caractère de fP on a

gP = (fP |χ)0 si εPψPω−k(P ) est non trivial
g0
P = (fP |χ)0 si εPψPω−k(P ) est trivial

Démonstration. Par définition

gP |Tn = χ(n)a(n, fP )gP pour n prime to NC(χ)

Soit ψ′ le caractère de λ ⊗ χ, on veut démontrer que ψ′ = ψχ2 ; par définition
de Tl2 , l premier qui ne divise pas NC(χ), on a

gP |(T 2
l − Tl2) = lk−1εPψ

′ω−k(P )(l)gP
fP |(T 2

l − Tl2) = lk−1εPψω
−k(P )(l)fP

qui, combiné avec la premier formule de la preuve, nous donne ψ′ = ψχ2. Puisque
on impose que λ ⊗ χ soit primitif, par la proposition 1.6.3, si εPψPω−k(P ) est
non trivial, on à la première égalité. Si εPψPω−k(P ) est trivial, la deuxième
égalité est vrai par la définition du tordu et de forme primitive associée.

La dernière propriété que nous intéresse est la minimalité d’un forme mo-
dulaire ; f est minimal si C(f) ≤ C(f |χ) pour tout χ, caractère de Dirichlet et
f est p-minimal si C(f) ≤ C(f |χ) pour tout χ, caractère de Dirichlet définit
modulo une puissance de p. On a donc le corollaire suivant [Hid88a, Corollary
7.10].

Corollaire 1.6.6. Avec les mêmes hypothèses que celles du théorème 1.6.5, si
f0
P est minimal pour un P dans A(I), k(P ) ≥ 2, alors f0

Q est minimal pour tout
Q dans A(I), k(Q) ≥ 2.

Ce qui nous permet de donner la définition suivante
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Définition 1.6.7. Soit λ : hord(Γ1(N);OK)⊗ΛK
I → I primitif. λ est minimal

si pour un P dans A(I), k(P ) ≥ 2, fP est minimal.

On termine en définissant le morphisme lP qu’on utilisera pour construire
la fonction L en deux variables dans le dernier chapitre. On commence avec la
proposition suivante [Hid88b, §7].

Proposition 1.6.8. Soit Î = HomΛK
(I,ΛK). On a des isomorphismes cano-

niques de h(Γ1(N);OK)-modules et h(Γ1(N);OK)⊗ I-modules

HomΛK
(S(Γ1(N);OK); Λ∗K) ∼= h(Γ1(N);OK)

HomOK
(S(Γ1(N);OK)⊗ Î;OK) ∼= h(Γ1(N);OK)⊗ I

qui sont donnés par les accouplements suivants :

〈h, f〉 (γ) = a(1, f |hγ); (h⊗ i, f ⊗ φ) = 〈h, f〉 (φ(i)).

Λ∗K s’identifie aux fonctions continues de Γ dans OK , puisque ΛK est iso-
morphe aux mesures de Γ dans OK , comme on le verra dans le chapitre suivant.
Fixons H qui annule le module de congruences de I, λ la projection sur I et soit
1K l’idempotent associé à K dans q(Γ1(N);K). Comme corollaire de la propo-
sition précédente on a, pour tout P dans X (I;OK), k(P ) ≥ 2, l’isomorphisme(

Sord(Γ1(N);OK)⊗ Î
)

[P ] ∼= Sordk(P )(Φ
1
r(P ), εP ;OK),

où le membre de gauche est définit comme les éléments qui sont annulés par P .
La décomposition de q(Γ1(N);K) induit une décomposition

Sordk(P )(Φ
1
r(P ), εP ;K) = KP (∼= K)⊕AP

et soit 1P l’idempotent associé à KP . Par définition de module de congruences,
on sait que H · 1K est dans h(Γ1(N);OK) ⊗ I. Il est clair que l’élément qui
engendre l’annulateur de Ck(K) correspond au dénominateur de 1K. On pose

lλ(g) = (H · 1K, g) pour g ∈ Sord(Γ1(N);OK)⊗ Î.

Sa restriction à Sordk(P )(Φ
1
r(P ), εP ;OK) définit

lP (g) = lfP
(g) = a(1, g|1P ) pour g ∈ Sordk(P )(Φ

1
r(P ), εP ;K).

On a une formule explicite pour lP lorsque g est dans Sk(P )(Γ1(Npn), ψεPω−k(P );K)
si n ≥ r(P ) [Hid85, Proposition 4.5]

lP (g|e) = a(p, fP )r(P )−np(n−r(P ))(k−1)

〈
hP |[pn−r(P )], g

〉
Npn

〈hP , fP 〉Npr(P )

, (1.6.9)

où hP = fcP |k
(

0 −1
Npr(P ) 0

)
, avec c la conjugaison complexe.
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Chapitre 2

Fonctions L p-adiques

Dans ce chapitre, après une brève introduction d’analyse p-adique, on don-
nera des exemples de fonctions L p-adiques classiques, les fonctions L de Kubota-
Leopold, qui ont trouvé des fonctions p-adique qui interpolent les valeurs entières
de fonctions L de Dirichlet. L’idée à la base de cette construction est trouver des
mesures telles que l’intégrale de xm soit, plus ou moins, L(−m,χ) et puis, avec
l’isomorphisme entre les mesures et les séries formelles, on associera à eux une
série, qui nous donne une fonction p-adique analytique. Ensuite, on présentera
un’interprétation cohomologique des formes modulaires, qui nous permettra de
créer, de la même façon, une fonction L p-adique pour la fonction L d’une forme
ordinaire.

2.1 Mesures et distributions p-adiques

Dans cette section, on donne les rudiments d’analyse p-adique nécessaires
pour définir les fonctions L p-adiques qui nous intéressent. Les références sont
[Hid93, Chapter 3]. D’abord, on veut étudier les fonctions f : N → A, pour A
sous-anneau de C ou Cp. Pour une tel fonction f , posons

an = an(f) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(k)

et

f∗(x) =
∞∑
n=0

an

(
x

n

)
.

Elle est bien défini puisque
(
x
n

)
est null pour x < n. En utilisant la définition,

on voit que f∗ = f et on peut aussi prouver que les {an}N sont uniques et on a
donc la proposition suivante

Proposition 2.1.1. Pour f : N→ A, il existe une unique suite {an}N telle que
f(x) =

∑∞
n=0 an

(
x
n

)
.

Pour étudier les mesures p-adiques, il faut tout d’abord connâıtre les fonc-
tions continues. La première considération qu’on fait est qu’une fonction conti-
nue de Zp vers un sous-anneau A clos de Cp est déterminée par ses valeurs sur
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N, puisque les nombres naturels sont denses dans Zp et par la proposition 2.1.1
une telle fonction a une unique série interpolante. Ce qu’on veut prouver est que
la série interpolante

∑∞
n=0 an

(
x
n

)
converge uniformément à f et pour faire cela

il suffit démontrer que |an|p va vers 0 et ensuite les deux fonctions concident
puisqu’elles cöıncident sur N. On a donc le théorème de Mahler

Théorème 2.1.2. Soit A un sous-anneau clos de Cp, alors une fonction f :
Zp → A est continue si et seulement si lim

n→∞
|an|p = 0.

On pose C(Zp;A) l’ensemble des fonctions continues de Zp dans A. Puisque
Zp est compact, on peut définir pour une norme, |f |p = maxx∈Zp |f(x)|p, qui
cöıncide avec maxn∈N|an(f)|p, par l’inégalité triangulaire forte. C(Zp;A) est
donc un A-module de Banach.
On dit qu’une fonction A linéaire µ : C(Zp;A) → A est une mesure bornée s’il
existe B ≥ 0 tel que |µ(f)|p ≤ B|f |p et on appelle Meas(Zp;A) l’ensemble des
mesures bornées. On notera avec plusieurs symboles la même chose

µ(f) =
∫
fdµ =

∫
Zp

fdµ

On définit une norme sur Meas(Zp;A), qui en fait un A-module de Banach,

|µ|p = Sup|f |p=1(|µ(f)|p) = Supf (|µ(f)|p/|f |p).

Si fn → f uniformément, alors µ(fn)→ µ(f) donc

µ(f) = lim
n→∞

n∑
i=0

ai(f)µ
((

x

n

))
=

∞∑
i=0

ai(f)µ
((

x

n

))
qui converge puisque

|µ
((

x

n

))
|p ≤ |µ|p|

(
x

n

)
|p ≤ |µ|p.

On a aussi le contraire, grâce à Katz

Théorème 2.1.3. Soit {bn}N une suite d’éléments de A bornée, alors on peut
définir une unique mesure µ bornée telle que∫ (

x

n

)
dµ = bn

∫
fdµ =

∞∑
n=0

bnan(f).

Toutes les mesures bornées peuvent être obtenues de cette façon et |µ|p =
maxN|bn|p.

Il est clair que µ est donc déterminé par µ(xi), mais il faut faire attention
parce que, même si

{
µ(xi)

}
sont bornés, peut être que

{(
x
n

)}
ne sera pas bornée.

Considérons maintenantMeas(Zp; Zp) ; il est clair que pour tout Φ(T ) =
∑
n anT

n

dans Zp[[T ]] on peut définir une mesure µΦ en posant
∫ (

x
n

)
dµΦ = an. Il y a

aussi une flèche inverse qui, à une mesure µ de Zp sur Zp, associe

Φµ =
∞∑
n=0

(∫ (
x

n

)
dµ
)
Tn.
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On a donc un isomorphisme Meas(Zp; Zp) ∼= Zp[[T ]]. Pour une extension finie
K de Qp, on a Meas(Zp;OK) ∼= OK [[T ]] par extension des scalaires. On peut
définir un produit de convolution ∗∫

f(x)dµ ∗ µ′ =
∫ ∫

f(x+ y)dµdµ′,

il respecte l’isomorphisme avec OK [[T ]] et il fait de Meas(Zp;OK) une OK-
algèbre de Banach.
Pour une utilisation future, posons

R = {P (t)/Q(t) : P (t), Q(t) ∈ Zp[t] et |Q(1)|p = 1}

Il n’est pas difficile de voir que R est clos par ∂n = tndn

n!dtn et on peut donc définir,
pour F dans R, la mesure µF telle que∫ (

x

n

)
dµF = ∂n(F )|t=1

et, en développant F (t) en série de Taylor en t = 1, on a

F (t) =
∞∑
n=0

(∫ (
x

n

)
dµF

)
Tn pour T = t− 1

et cela nous donne un plongement de R dans Zp[[T ]].
On a que Meas(Zp;OK) est un module sur C(Zp;OK) en posant∫

gdfµ =
∫
f(x)g(x)dµ.

Quelle relation existe-t-il entre Φµ et Φfµ ? On commence par le cas f(x) = zx,
pour z dans OK , |z − 1|p < 1. On a

zx =
∞∑
n=0

(
x

n

)
(z − 1)n

et aussi
∫
zxdµ = Φµ(z) et on obtient donc

Φzxµ(t) = Φµ(zt) dans OK [[t− 1]].

Soit LC(Zp;A) l’ensemble des fonctions sur Zp continues et localement constantes,
i.e. qui se factorisent par Zp/pnZp. Fixons dans Qp le sous-groupe de racines
pn-ièmes de l’unité µpn et soit K ′ = K(µpn) ; elles sont congrues à 1 modulo
l’idéal maximal de OK′ . Pour φ localement constante modulo pn, on a

φ(x) = p−n
∑
ζ∈µpn

ζx
∑

b∈Z/pnZ

φ(b)ζ−b.

Pour µ dans Meas(Zp;OK) on a donc dans OK [[t− 1]]

Φφµ = [φ]Φµ = p−n
∑

b∈Z/pnZ

φ(b)
∑
ζ∈µpn

ζ−bΦµ(ζt).
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On introduit maintenant le concept de distribution. Soit G = C×Zrp un groupe
topologique, où C est un groupe fini. Posons LC(G;X) l’ensemble de fonc-
tion localement constantes de G vers un espace topologique X. Si φ est dans
LC(G;X), il est facile de voir que φ se factorise par un certain Gi, donc il
est dans C(G/Gi;X). Une telle fonction φ correspond à une somme formelle∑
g∈G/Gi

φ(g)g dans X[G/Gi]. On a donc

LC(G;X) = lim−→
i

C(G/Gi;X) = lim−→
i

X[G/Gi].

Pour tout anneau topologique, on définit Dist(G;R) par

Dist(G;R) = HomR(LC(G;R), R) = lim←−
i

HomR(R[G/Gi], R).

Par exemple, les distributions de Zp vers OK s’identifient à l’algèbre d’Iwasawa
ΛK , qu’on sait être isomorphe à OK [[T ]] et donc à Meas(Zp;OK). Cela est vrai
dans un cas plus général, comme on verra ensuite.
Pour tout S ouvert dans G, posons χS la fonction caractéristique de S. Il est
clair qu’une distribution µ doit satisfaire

µ(χh+Gi) =
∑

g∈Gi/Gj

µ(χh+g+Gj )

pour tout j > i et h dans G. La réciproque est aussi vrai ; si on donne une
fonction µ définie sur l’ensemble {g +Gj : g ∈ G, j > i} qui satisfait cette re-
lation, alors µ peut être prolonger uniquement à une distribution. Soit R un
anneau avec une norme p-adique. On dit qu’une distribution µ est bornée si
Sup{φ6=0,φ∈LC(G;R)}|µ(φ)|p/|φ|p est borné. Il est équivalent à demander que
|φ(g+Gi)|p, pour i assez grand et pour tout g dans G, soit borné. Si on suppose
de plus que R soit fermé, alors LC(G;R) est dense dans C(G;R) et on peut
associer à toute distribution bornée µ une mesure bornée

µ(f) = lim
i
µ(fi)

pour des fonctions fi localement constantes qui tendent à f . Il est claire qu’on
peut associer à chaque mesure bornée une distribution bornée par restriction.
On a donc

Théorème 2.1.4. Pour tout sous-anneau R de K, on a que chaque distribution
bornée peut être prolonger uniquement à une measure bornée et que

Dist(G;OK) ∼= Meas(G;OK).

On a donc, par exemple, comme OK-module,

Dist((Z/pZ)× × Zrp;OK) ∼=
∏

χ∈((Z/pZ)×)∗

OK [[X1, . . . , Xr]].

On termine avec deux rappelle : si on choisit un générateur de Γ u (on a tou-
jours pris 1+p, mais on peut choisir tout les éléments dans Γ\Γ2), l’exponentiel
définit un homéomorphisme Zp ∼= Γ qui envoie s dans us.
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On peut définir une série formelle log(X) =
∑
n(−1)n+1Xn

n tel que elle soit l’in-
verse de exp(X) =

∑
n=0

Xn

n! . Comme série formelle, on a log(Xs) = s log(X).
Le logarithme induit une homéomorphisme entre Γ et pZp. Pour d dans Γ,
on pose s(d) = log(d)/ log(u), on a us(d) = d. Si d est un’unité dans Z×p ,
on pose 〈d〉 = ω(d)−1d la projection de d sur Γ, on a dans la même façon
us(〈d〉) = ω(d)−1d. Cela nous sera très utile ensuite.
Finalement, le théorème de préparation de Weierstrass [Hid93, Lemma 7.3.1].

Théorème 2.1.5. Soit F (T ) une série formelle dans OK [[T ]], alors F peut être
écrit comme ωaKU(T )P (T ), avec ωK uniformisante de OK , a ≥ 0, U(T ) série
formelle inversibles et P (T ) polynôme distingué (i.e. monique et congruent à
Tn modulo ω).

Avec cela on voit que un idéal premier de ΛK qui définit on OK-point s’iden-
tifie avec un polynôme X−x, avec |x|p < 1. Si on cherche points dans extensions
de K, ils est claire que le polynôme distingué peut avoir degré plus haut.

2.2 La mesure ζ p-adiques

On introduit une mesure qui donne sur xm, à de coefficients près, le valeur
ζ(−m), qui sont dans Q. On fixe d’abord un entier a ≥ 2, premier avec p et on
définit ξ : Z→ Z tel que

ξ(n) =
{

1 si n 6≡ 0 mod a
1-a sinon .

On définit ensuite

Ψ(t) =
−
∑a
b=1 ξ(b)(1 + t+ · · ·+ tb−1)

1 + t+ · · ·+ ta
=
∑a
b=1 ξ(b)t

b

1− ta

on a que [Hid93, Theorem 2.1.1]

(1− am+1)ζ(−m) =
(
t
d
dt

)m
Ψ(t)|t=1

En observant que

∂n =
n∑

m=0

Cn,m

(
t
d
dt

)m
pour Cn,m les coefficients de

(
x
n

)
dans la base 1, x, . . . , xn. Par la première

définition de Ψ(t), il est claire que la valuation p-adiques de l’évaluation du
dénominateur en 1 de Ψ est 1 puisque a est premier à p. Donc Ψ(t) est dans
l’ensembleR définit dans le paragraphe précédent et il définit une mesure bornée.
On a donc

Théorème 2.2.1. Soit a ≥ 2, a premier à p. Alors il existe un’unique mesure
bornée on Zp ζa, à valeurs dans Zp, tel que∫

Zp

xmdζa = (1− am+1)ζ(−m)
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2.3 La fonction L p-adiques de Kubota-Leopold

On suppose p ≥ 3 de ici à la fin du chapitre. Le cas p = 2 n’est pas trop
différent des autres p, mais il y a des petites modifications à faire puisque Z×2 =
(Z/4Z)××1+4Z2 et en raison du fait que dans le dernier chapitre on supposera
toujours p ≥ 5, on préfère ne faire pas ce cas-là. Avec la notation des paragraphes
précédents, on a

Ψ(t) = Φζa
(t)

Pour φ dans C(Z/pnZ;OK), on veut étudier φζa ; on sait que Φφζa
est

[φ]Ψ =
∞∑
m=1

φ(m)tm − a
∞∑
m=1

φ(am)tam.

Comme avant pour la fonction ζ de Riemann, on a [Hid93, Corollary 2.3.2]

L(−m,φ− am+1φ(ax)) = (t
d
dt

)m[φ]Ψ(t)|t=1.

Si χ est un caractère modulo pn alors on le peut étendre sur Zp dans la façon
evident et on a

L(−m,χ− am+1χ) = (1− am+1χ(a))(1− χ0(p)pm)L(−m,χ0)

où χ0 cöıncide avec χ si χ est non-trivial, ou χ0 ≡ 1 si χ est trivial. On a donc
démontré la première partie de

Théorème 2.3.1. Soit χ un caractère modulo pn primitif (pour χ trivial soit
n = 1), alors∫

Zp

χ(x)xmdζa = (1− am+1χ(a))(1− χ0(p)pm)L(−m,χ0)

Si χ est un caractère pair, alors∫
Zp

χ(x)x−1dζa =
{

(1− p) log(a) si χ = Id
−(1− χ(a))p−nG(χ)

∑
(b∈Z/pnZ)× χ

−1(b) log(1− ζb) .

Démonstration. La première partie, comme on a vu, est vrai sans l’hypothèse
que χ soit primitif et si χ(−1) = −1, cette intégrale est 0 (on envoie x dans
−x). En général l’intégrale de xm est nul si χ(−1) = (−1)m.
On suppose a ≡ 1 mod p. Soit Φ(t) = log( 1−ta

1−t ), qu’on peut écrire comme
une série formelle Φ dans Qp[[T ]] (T = t − 1). Puisque 1−ta

1−t |t=1 = a est dans
l’ensemble de convergence du logarithme, Φ(1) est bien défini. Puisque x−1χ(x)
est continue sur Zp, on peut définir la mesure µ = x−1χ(x)ζa. Par définition,
Φxµ = t d

dtΦµ et donc (1 + T ) d
dT Φµ = [χ]Ψ, mais [χ]Ψ = (1 + T ) d

dtΦµ. Donc
Φ− Φµ est constante et puisque [χ] annulle les costantes, alors Φ = Φµ. Donc∫

Zp

χ(x)x−1dζa = [χ]Φ(1) = p−n
∑

b∈Z/pnZ

χ(b)
∑
ζ∈µpn

ζ−bΦ(ζ)

Si χ est primitif et ζ = e2πi
−c
pn , alors

pn∑
b=1

χ(b)ζ−b = χ−1(b)G(χ)
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et on obtient ∫
Zp

χ(x)x−1dζa = p−nG(χ)
∑

(b∈Z/pnZ)×

χ−1(b)Φ(ζ−b).

Si χ est trivial, on a
p∑
b=1

χ(b)ζ−b =
{
p− 1 si ζ = 1
−1 sinon .

Puisque Φ(ζb) = log(1 − ζab) − log(1 − ζb), on voit que log(1 − ζ−b) apparâıt
deux fois dans la somme, avec coefficients −χ(−b)−1 et χ(−b/a)−1. Puisque
χ(−1) = 1, on peut conclure si |a− 1|p < 1.
Pour a quelconque il faut d’abord introduire la fonction L p-adique, qui est
indépendant du a et donc le théorème sera prouvé.

Puisque le support de χ est dans Z×p , on peut restreindre les intégrales à Z×p .
On définit la fonction L p-adiques

Lp(s, χ) = (1− χ(a)〈a〉1−s)−1

∫
Z×p
χω−1(x)〈x〉−sdζa(x).

Si χ est non trivial, alors Lp(s, χ) est une fonction continue sur Zp, mais si
χ = Id, alors Lp(s, Id) = ζp(s) est défini et continue sur Zp \ {−1}. Par la
formule suivante

Lp(−m,χ) = (1− (χω−m−1)0(p)p
m)L(−m, (χω−m−1)0)

on a que la fonction Lp est indépendant de a.
On démontrera que Lp est une fonction p-adique analytique (i.e. qu’on peut
écrire comme série de puissance) sur Zp si χ est non trivial ou méromorphe si
χ = Id. On définit la mesure ζa,χ sur Γ en posant pour φ : Γ→ OK∫

Γ

φ(γ)dζa,χ(γ) =
∫

Z×p
χω−1(x)φ(〈x〉)dζa(x).

Avec l’isomorphisme entre Zp et Γ donné par ι : s 7→ us, on peut associer une
série formelle à la mesure ζa,χ puisque∫

Γ

γ−sdζa,χ(γ) =
∫

Zp

u−sxdι∗(ζa,χ)(x) = Φι∗(ζa,χ)(u−s),

et on pose Φa,χ(t) = Φι∗(ζa,χ)(u−1t). On a donc

Lp(1− s, χ) = (1− χ(a)〈a〉s)−1Φa,χ(us).

Puisque us = exp(s log(u)), Φa,χ(us) est une fonction analytique et les seuls

pôles de Lp(s, χ) viennent de (1− χ(a)〈a〉1−s)
−1

, donc il suffit étudier cette
fonction pour s = 1. Si χ est non trivial, on peut choisir a (Lp est indépendant
de a) tel que χ(a) 6= 1 et (1 − χ(a)〈a〉1−s) n’a pas des zéros. Si χ est triviale,
alors ζp(s) a un pôle simple, puisque

〈a〉s = 1 + s log(〈a〉) +O(s)

avec résidu 1− p−1. Donc
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Théorème 2.3.2. Pour tout caractère χ pair, il existe une fonction p-adique
analytique Lp(s, χ) sur Zp \ {−1} tel que

Lp(−m,χ) = (1− (χω−m−1)0(p)p
m)L(−m, (χω−m−1)0)

pour tout m dans N. Si χ est non-trivial, Lp(s, χ) est analytique à s = 1. Si χ
est triviale, alors ζp(s) a un pôle simple avec résidu 1− p−1.

Si χ(−1) = −1, alors χω−m−1(−1) = (−1)m et L(−m,χω−m−1) = 0 et
donc Lp(s, χ) = 0 puisque il est nul sur N. On a, dans tout cas, interpolation
p-adique aussi pour les caractères impairs, puisque si χ et m sont pairs, alors
χω−m−1 est impair. On termine avec le suivant [Hid90, Lemma 3.1], qui étend
ce théorème

Proposition 2.3.3. Soit α un caractère primitif modulo Cpr, C et p premier.
Alors pour tout a ≥ 2, il existe une mesure ζaα tel que pour tout caractère ξ de
ZL = (Z/LpZ)× × Γ on a∫

ZL

ξ(z)zm−1
p dζaα = (1− ξ1α1(a)am)L(1−m,αξ),

pour ξ1α1 la restriction de caractères à leur p-partie.

2.4 Interprétation cohomologique des formes mo-
dulaires

On rappelle que pour tout Γ sous-groupe de congruence, on avait défini une
surface de Riemann (resp. compacte) Y = Y (Γ) (resp. X = X(Γ)). Avec la
notation de l’annexe, S cöıncide avec les cusp, la compactification Y S est la
compactification de Borel-Serre et Γs cöıncide avec le stabilisateur de la cusp s.
Posons, pour un anneau commutatif R, L(n,R) comme l’espace des polynômes
homogènes de dégrée n en X et Y . Par définition, L(n,R) = L(n,Z) ⊗ R. On
définit l’action du M(2, R) sur L(n,R) par

γP (X,Y ) = P ((γι
(
X
Y

)
)t)

pour γι = Tr(γ)I−γ. Explicitement, si γ =
(
a b
c d

)
alors γι =

(
d −b
−c a

)
et γP (X,Y ) = P (dX−bY,−cX+aY ). Nous sommes intéressés à la cohomologie
parabolique de Y (Γ) à coefficients dans L(n,R). Soit R = K pour K corps, on
peut calculer la dimension de H1

P (Γ, L(n,K)) sur K et on note que, si Γ est
sans torsion, alors

dimR(Sn+2(Γ)) = dimK(H1
P (Γ, L(n,K))).

En fait, il existe un isomorphisme entre Sn+2(Γ) et H1
P (Γ, L(n,R)). Pour z dans

H, on considère la L(n,C)-forme différentielle δn(z) = (X − zY )ndz. On a pour
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γ dans GL(2,R),

γ∗δn(z) =
(

(XY )
(

1
−γ(z)

))n
(cz + d)−2dz

=
(

(XY )tγι
(

1
−z

))n
(cz + d)−n(cz + d)−2dz

= (cz + d)−n−2
γδn(z)

On pose donc pour f dans Sn+2(Γ)

ω(f) = 2πif(z)δn(z).

Il est claire que γ∗ω(f) = γω(f), donc ω(f) est une forme différentielle dans le
faisceau de L(n,C)-forme différentielle sur Γ. On fixe z dans H et on considére
φz

φz(f)(γ) =
∫ γ(z)

z

Re(ω(f)) ∈ L(n,R).

Il est facile a voir que pour z, z′ dans H et γ, γ′ dans Γ et π dans le stabilisateur
d’une cusp s de Γ on a

φz(f)(γ)− φz′(f)(γ) = (1− γ)
∫ z′

z

Re(ω(f)),

φz(f)(γδ) = γφz(f) + φz(f)(γ),

φz(f)(π) = (1− π)
∫ s

z

Re(ω(f)).

Donc φz(f) est un 1-cocycle parabolique dans H1
P (Γ, L(n,R)) et sa classe ne

dépende pas de z. On peut donc définir φ : Sn+2(Γ) → H1
P (Γ, L(n,R)). On a

donc l’isomorphisme de Eichler-Shimura [Hid93, Theorem 6.2.1].

Théorème 2.4.1. Soit Γ sans torsion, alors φ est un isomorphisme.

Pour prouver l’injectivité on introduit une accouplement A sur L(n,R) tel
que il soit non-dégénéré sur l’image de Sn+2(Γ) (puisque il cöıncide, à trans-
formations linéaires près, au produit de Petersson) et tel que si φ(f) soit nulle,
alors A(f, g) = 0 pour tout g et donc f = 0. On conclue avec la formule sur la
dimension de deux espace.
Maintenant, on veut définir les opérateurs de Hecke [ΓαΓ′] pour les groupes de
cohomologie de Y (Γ) et Y (Γ′). Soit comme dans 1.2 [ΓαΓ′] = qΓαj et pour γ
dans Γ′, soit γi dans Γ tel que αiγ = γjαj . Pour un cocyle u de Γ dans L(n,A)
on pose

u|[ΓαΓ′](γ) =
∑

αιiu(γi).

Si u est un cocycle (resp. cobord) alors u|[ΓαΓ′] est un cocyle (resp. un cobord).
On définit les opérateurs Tn comme dans 1.2. Soit u = φ(f) et g = f |[ΓαΓ′], on
a

φ(g) = u|[ΓαΓ′](γ) + (γ − 1)x

et donc φ respecte l’action de hn+2(Γ). Si on pose S(Γ)c l’ensemble de formes
modulaires anti-holomorphes, on a l’isomorphisme de Hecke-modules suivant

S(Γ)⊕ S(Γ)c ∼= H1
P (Γ, L(n,C)).
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On fixe N et un caractère de Dirichlet χ modulo N ; nous définissons un Γ0(N)-
module L(n, χ,A) comme l’espace des polynômes homogènes de dégrée n en X
et Y avec l’action de Γ0(N) suivante

γP (X,Y ) = χ(d)P (dX − bY,−cX + aY ).

Il est le tordu par χ de l’action définit avant. Pour k = n+2, soit Sk(Γ0(N), χ)c ={
f(z) : f ∈ Sk(Γ0(N), χ)

}
. On a les théorèmes suivants [Hid93, §6.3].

Théorème 2.4.2. Pour tout N et tout χ caractère modulo N on a

Sk(Γ0(N), χ)⊕ Sk(Γ0(N), χ)c ∼= H1
P (Γ0(N), L(n, χ,C)).

Si N = pα et χ primitif ou N = 1 et n > 0 on a

Mk(Γ0(N), χ)⊕ Sk(Γ0(N), χ)c ∼= H1(Γ0(N), L(n, χ,C)),

H1(Γ0(N), L(n, χ,C))/H1
P (Γ0(N), L(n, χ,C)) ∼=

⊕
s∈S

H1(Γ0(N)s, L(n, χ,C)).

Si N = 0 et n = 0 alors

Mk(SL(2,Z)) ∼= Sk(SL(2,Z)) ∼= 0,

H1
P (SL(2,Z),C) ∼= H1(SL(2,Z),C) ∼= 0.

Touts les isomorphismes sont isomorphismes de modules de Hecke.

Le théorème précédent peut être complété par le suivant

Théorème 2.4.3. Soit χ primitif modulo pα ou α = 0 et K un corps de
caractéristique 0, alors H1(Γ0(N), L(n, χ,K)), H1

P (Γ0(N), L(n, χ,K)) et aussi
H1
c (Γ0(N), L(n, χ,K)) sont modules semi-simples sur l’algèbre de Hecke sur K.

En particulier, si χ est non-trivial ou k 6= 2, alors

H1
P (Γ0(N), L(n, χ,K)) ∼= hk(Γ0(N), χ;K)2,

H1
c (Γ0(N), L(n, χ,K)) ∼= H1(Γ0(N), L(n, χ,K)) ∼=
∼= hk(Γ0(N), χ;K)⊕Hk(Γ0(N), χ;K).

Par semi-simplicité, on la décomposition

Hk(Γ0(N), χ;K) ∼= hk(Γ0(N), χ;K)⊕ E(Γ0(N), χ;K),

pour la partie d’Eisenstein de l’algèbre de Hecke et il existe donc une section
(correspondante à un idempotent E) pour la projection sur E(Γ0(N), χ;K). Si
K est le corps de fractions d’un anneau A, par exemple un anneau d’entiers d’un
corps de nombre ou p-adique, on voudrais que cette section soit défini sur A, mais
cela n’est pas vrai en général, dû aux dénominateurs de la partie d’Eisenstein. Il
existe également un nombre η tel que ηE soit dans Hk(Γ0(N), χ;A). On termine

avec une définition ; soit j =
(
−1 0
0 1

)
qui agit sur H1

P (Γ0(N), L(n, χ,K)).

On pose

H1
P (Γ0(N), L(n, χ,K))

±
=
{
x ∈ H1

P (Γ0(N), L(n, χ,K)) : x|j = ±(−1)n+1x
}
.

Si K = C, alors H1
P (Γ0(N), L(n, χ,C))± est libre de rang 1 sur hk(Γ0(N), χ; C)

et donc il est vrai pour tout corps de caractéristique 0. Explicitement, dans le
cas K = C, l’action est donné par ω 7→ jι(j∗)ω et f(z) 7→ f(−z).
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2.5 Le symbole modulaire de Manin

Soit f une forme propre de poids k = n+ 2 pour les opérateurs de Hecke et
λ le morphisme associé. On a introduit dans 1.3 sa fonction L. On définit les
périodes rm(f) =

∫ i∞
0

f(z)zmdz, il est facile à voir que

rm(f) =
m!

(−i2π)m+1L(f,m+ 1)

pour 1 ≤ m+1 ≤ k−1. Si f est une forme modulaire pour SL(2,Z), alors Manin
[Man73, 1.2] a prouvé que les nombre rm(f) sont essetiellement rationnels, au
sense que les rapports

(r0(f) : · · · : rk(f)) et (r1(f) : · · · : rk−1(f))

sont rationnels dans Q(λ). Il est donc naturel essayer de chercher une fonction
L p-adique qui interpole la partie rationnelle de L(f, s) aux entiers entre 1 et
k − 1. Pour faire cela, on note que dans la formulation intégrale de L(f, s) on
fait l’intégration sur R∗

+ du caractère χ(y) = ys par la mesure f(z)y−1dz. Avec
l’interprétation cohomologique qu’on a donné, on peut définir une distribution
p-adique associé a f qui, intégrée sur xm nous donnera les valeurs qu’on cherche
et puis comme pour les fonctions L de Dirichlet, on construit la correspondante
fonction L p-adique. L’idée de ce construction est due à Mazur pour le cas k = 2,
le cas d’une courbe elliptique, et puis pour tout k à Manin, dans [Man73],
[Man74]. On considère la compactification Y S de Y (Γ) comme dans l’annexe
et soit K = Q(λ) et A son anneau d’entiers. Pour tout r dans Q, la ligne
cr qui connecte r et ∞ est un cycle dans H1(Y S ,∪S∂Ys,Z). Puisque cr est
homéomorphe à R+, on a un morphisme

Intr : H1(Y (Γ), L(n, χ,A)) −→ L(n,A)

qui est l’intégration d’une forme différentielle ω sur cr.
Soit π deH1

c (Y (Γ), L(n, χ,A)) versH1
P (Y (Γ), L(n, χ,A)) la surjection naturelle,

on voudrais trouver une section pour π, pour intégrer. Puisque pour K cette
section ν est donnée par la partie d’Eisenstein, on choisit cela et on sait que ην
a valeurs dans L(n,A).
Fixons f forme propre normalisée dans Sk(Γ0(pa), χ), f =

∑∞
n=1 λ(Tn)qn et

Y = Y (Γ0(pa)). Supposons que A soit un anneau principal ; on pose

H1
P (Y, L(n, χ,A))±[λ] =

{
x ∈ H1

P (Y, L(n, χ,A))± : x|Tn = λ(Tn)x
}
.

Puisque il est sans-torsion, il est libre et de rang 1 puisque sa extension à K a
rang 1. Soit donc δ±(f) un générateur comme A-module. Posons

ω±(f) =
ω(f)± (−1)n+1ω(f)|j

2
= πi(f(z)(X − zY )ndz ± f(−z)(X − zY )ndz),

qui est dans H1
P (Y, L(n, χ,C))±[λ]. On choisit Ω±(f) (appelée la période cano-

nique) tel que
ω±(f) = Ω±(f)δ±(f).
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On a donc

Intr(ν(ω±(f))) = Ω±(f)Intr(δ±(f)) ∈ Ω±(f)L(n,K).

On peut calculer

Intr(ν(ω±(f))) = −1
2

n∑
j=0

(
n

j

)(
1± (−1)j

)
j!(−2πi)−jL(f, j + 1)Xn−jY j .

Si f est une forme modulaire sur SL(2,Z), alors Ω+(f) est le facteur transcen-
dant de r2j (puisque dans la formule ci-dessus on voit que l’intégral contient
seulement L(f, 2j + 1)) et Ω−(f) est le facteur transcendant pour les périodes
impaires.
Si on prend un caractère ψ modulo N primitif, alors on pose

L(f ⊗ ψ, s) =
∞∑
n=1

λ(Tn)ψ(n)
ns

.

Il exist un prolongement et un’équation fonctionnelle aussi pour cette fonction.
On a

N∑
j=1

ψ−1(j)
(

1 −j/N
0 1

)
Intj/N (ω±(f)) =

=
1
2
G(ψ−1)

n∑
j=0

(
n

j

)(
1± ψ(−1)(−1)j

)
j!(−2πi)−jL(f ⊗ ψ, j + 1)Xn−jY j .

Posons

S(j, f ⊗ ψ) =
G(ψ−1)j!L(f ⊗ ψ, j + 1)

(2πi)jΩ±(f)
,

où le signe de Ω± est le signe de ψ(−1)(−1)j . On a donc que S(j, f ⊗ ψ) est
algébrique et de plus, si on choisit δ±(fσ) = δ±(f)σ pour tout σ dans le groupe
de Galois de Q, on a S(j, f ⊗ ψ)σ = S(j, fσ ⊗ ψσ). On veut donc trouver des
mesures p-adiques pour interpoler ces valeurs.
Soit N = pa et supposons que f soit ordinaire. Si N = 1, alors on change f ,
en augmentant son niveau comme on a fait après la définition 1.4.3. Posons
K ′ = Qp(λ) et A = K ∪ OK′ . Il n’est pas nécessaire demander que f soit
ordinaire si on veut seulement une mesure qui soit interpolante (Manin dans
[Man73] pose seulement des hypothèses de lipschitziennité sur les fonctions pour
lesquelles l’intégrale existe), mais si on veut que elle soit une fonction d’Iwasawa
(i.e. de la forme Φ(us− 1) pour Φ dans OK′ [[T ]] comme pour les fonctions L de
Dirichlet), cette hypothèse devient nécessaire. Posons

c : p−∞Z −→ HomK(H1
c (Y, L(n, χ,K)), L(n,K))

qui envoie s dans c(s) : ω 7→ Ints(ω). Pour ω dans H1
c (Y, L(n, χ,K)), on définit

cω : p−∞Z→ L(n,K) par

cω(s) =
(

1 −s
0 1

)
cs(ω).
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Par définition, cω(s) = cω(s + 1) et donc cω se factorise par p−∞Z/Z = Tp. Si
ω|Tp = apω, avec |ap|p = 1, alors on définit la distribution sur Z×p ∼= µ × Γ, en
se rappelant que Γm+1

∼= pmZp,

Φω(z + pmZp) = a−mp

(
pm 0
0 1

)
cω(z/pm).

On peut voir qu’elle est vraiment une distribution puisque elle respecte la rela-
tion de distribution et qu’elle est bornée. Il existe donc une unique mesure qui
la prolonge. Soit µω,j la projection de Φω sur

(
n
j

)
Xm−jY y ; elle est une mesure

dans K. On veut démontrer que µω,j = xjµω,0 ; pour faire cela, on suppose
que ω soit entière, en la multipliant par une constante opportune (on change
|ap|p, mais pour cette partie on n’a pas besoin qu’il soit un’unité p-adique). Soit
donc φ dans C(Z×p , A) et φk une fonction continue localement constante de sur
Z/pk′Z tel que |φ − φk|p ≤ p−k, k′ ≥ k. Alors on a, puisque on a supposé Φω
entière,

Φω(φk) =
pk′−1∑

(z,p)=1,z=1

φk(z)a−k
′

p

(
pk

′ −z
0 1

)
cω(z/pk

′
)

= a−k
′

p

m∑
j=0

pk′−1∑
(z,p)=1,z=1

φk(z)(X + zY )m−j(pk
′
Y )

j
cj(z/pk

′
)(ω)

≡ a−k
′

p

pk′−1∑
(z,p)=1,z=1

φk(z)(X + zY )mc0(z/pk
′
)(ω) mod pk

′

≡
m∑
j=0

∫
φ(z)zjdµω,0

(
m

j

)
Xm−jY j mod pk

′
.

où cj(z/pk
′
)(ω) est le coefficient de Xm−jY j dans cω(z/pk

′
). En prenant la

limite on a donc
µω,j = zjµω,0.

Soit ω = ν(δ±(f)) et Φ± la mesure correspondante, on a pour un caractère φ
de (Z/prZ)×∫
φ(z)dΦ± = λ(Tp)−r

(
pr 0
0 1

)
Ω±(f)−1

pr−1∑
(z,p)=1,z=1

(
1 −z/pr
0 1

)
φ(z)Intj/N (ω±(f)).

Donc si f est ordinaire de niveau plus grand que 1, on a une mesure µ± =
µν(δ±(f)),0 tel que pour tout caractère φ on a∫

φ(z)zjdµ± = λ(Tp)
−j
prj

G(φ)L(f ⊗ φ−1, 1 + j)

(−2πi)jΩ±(f)
0 < j < k − 1

si le signe de µ± est tel que 1± φ−1(−1)(−1)j est non null 1± φ−1(−1)(−1)j ,
0 sinon. Si f est de niveau 1, alors∫

φ(z)zjdµ± = β−jprj
G(φ)(1− αφ−1(p)p−1−j)L(f ⊗ φ−1, 1 + j)

(−2πi)jΩ±(f)
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pour 0 < j < k − 1 et si le signe de µ± est tel que 1 ± φ−1(−1)(−1)j est non
null, 0 sinon. α et β sont comme après 1.4.3. Le facteur (1−αφ−1(p)p−1−j) est
différent de 1 seulement si φ est trivial et dans ce cas il est nécessaire, puisque
il est le facteur qui diffère entre L(f, a) et L(f ′, s), pour f ′ la forme ordinaire
de niveau augmenté.
Pour f et ψ fixés, on peut donc définir

Lp(f ⊗ ψ, s) =
∫

Z×p
ψ−1〈z〉s−1dµψ,

où µψ est µ±, avec le signe choisi en accord avec 1 ± φ−1(−1)(−1)j , tel que il
ne soit pas nul.
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Chapitre 3

Les fonctions L en deux
variables pour le carré
symétrique

Le but de ce chapitre est la preuve de l’existence d’un fonction p-adique en
deux variable qui soit interpolant pour la fonction L de la représentation adjointe
à la représentation automorphe associée à une forme propre normalisée. Soit
hord(Γ1(N);OK) l’algèbre ordinaire de niveau N , I la clôture intégrale d’une
composant irréductible de hord(Γ1(N);OK), λ la projection de hord(Γ1(N);OK)
sur I, A(I) le Qp-points arithmétique de I et ψ le caractère de I. Pour tour
P dans A(I), soit fP la forme propre correspondante à P ◦ λ. On pose f◦P la
forme primitive associé à fP et ψ1 (resp. ψ′) la restriction de ψ à (Z/pZ)× (resp.
(Z/NZ)× ) et ψP = εPψ1ω

−k(P ). Soit r0(P ) le conducteur de f◦P , qui est donc
r(P ) si fP est primitive ou sinon 0 (dans lequel cas ψP est trivial).
À la représentation automorphe π(P ) de GL(2,A) associée à la forme propre nor-
malisée primitive f◦P Gelbart et Jacquet associent le lift à GL(3,A) qui cöıncide
avec la représentation au carré symétrique et qu’on appelle π̂(P ). La fonction L
de π̂(P ) a une formulation comme produit d’Euler qui cöıncide pour tout l au
dehors de Np avec Dl(l−k(P )+1−s), où

Dl(X) = (1− ψ′ψP (l)α2X)(1− ψ′ψP (l)αβX)(1− ψ′ψP (l)β2X),

pour α and β racines de

X2 − a(l, fP )X + ψ′ψp(l)lk(P )−1.

Pour tout caractère de Dirichlet χ, posons

L(s, fP , χ) = L(s− k(P ) + 1, π̂(P )⊗ χ).

Cette fonction est la fonction L associé à la représentation adjointe de π(P ),
qui diffère de la représentation au carré symmetrique par le tordue par det−1

(Sym2 = det⊗Ad) ; c’est indépendante du tordu de fP , donc on peut supposer
que fP soit minimale. Le valeurs critiques pour L(s, fP , χ) au sense de Deligne
[Del79, Définition 1.3] et [Sch88, §1] sont compris entre 1 et 2k(P )−2, et corres-
pond aux n pour lequels χ(−1) = (−1)n+1, et pour l’équation fonctionnelle on
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peut se restreindre aux entiers entre 1 et k(P )− 1. Il est connu par les travaux
de Sturm [Stu89], [Stu80] que

L(n, fP , χ)
(2πi)n−2Ω(P )

est, pour n critique et Ω(P ) = (2i)k(P )+1π2 〈f◦P , f◦P 〉, algébrique et aussi p-entier
(comme on peut déduire de la preuve du théorème 3.5.1).
On donne des rappels sur la théorie de “root number” ; comme on a déjà dit, si
f est primitive de niveau N , alors on a

fP |k =
(

0 −1
N 0

)
= W (f)fc.

W (f) apparâıt dans l’équation fonctionnelle de L(s, fP ) et par la philosophie du
programme de Langlands, on peut décomposer W (f) en parties locales. On pose
Wp(f) la partie en p et W ′(f) = W (f)/Wp(f). On a, si π(f)p n’est pas super
cuspidal (si f est ordinaire, cela est le cas) et si f est p minimal de caractère ψ,
on a [Hid88b, 5.5bis],

Wp(f) = (ψ′(p)a(p, f)cp−k/2)
r0
G(ψp),

ou r0 est la puissance de p dans le conducteur de f et G(1) = 1.
On suppose toujours que η soit un caractère primitif et posons respectivement
C(η), G(η), η′ et η1 le conducteur, le somme de Gauss, la partie prime à p et la
p-partie de η. Soit ξ un caractère de Dirichlet modulo Jp de conducteur divisible
par J et (Q,P ) points dans A(Λ) × A(I). Posons ηQ = ξεQω

1−k(Q), δ(Q) tel
que pδ(Q) soit p-partie du conducteur de ηQ et η = ψ′ψP η

−1
Q . Maintenant on

définit le facteur d’Euler pour p pour la fonction L p-adique ; soit

E(Q,P ) = E1(Q,P )E2(Q,P ),

avec

E1(Q,P ) = (1− η−1ψ′ψP (p)λP (Tp)
−2
pk(Q)−1)

(
ψ′(p)λP (Tp)

−2
)δ(Q)

,

et E2(Q,P ), respectivement dans le cas fP 6= f◦P et fP = f◦P{
(1− η(p)pk(P )−k(Q)−1)(1− ηψ′ψP (p)λP (Tp)

−2
p2k(P )−k(Q)−2),

1.
.

On termine avec S(P ) qui, si fP 6= f◦P ou ψP est non trivial, est(
1− ψ′ψP (p)pk(P )−1

λP (Tp)
2

)(
1− ψ′ψP (p)pk(P )−2

λP (Tp)
2

)(
ψ′(p)λP (Tp)

2c

pk(P )

)r0(P )

et -1 si fP = f◦P et ψP est trivial (et alors k(P ) = 2, comme on a dit après
1.6.3). On peut donc donner le théorème suivant

Théorème 3.0.1. Soit λ : hord(Γ1(N);OK) → I primitif et minimal. ξ un
caractère modulo Jp, de conducteur divisible par J et tel que ξ(−1) = 1. À
moins que ξ′ψ′−1 est quadratique immaginaire et λ a multipliction complexe par
ce corps quadratique (i.e. pour le caractère de Dirichlet de cette extension χ−d,
on a λP (Tl) = χ−d(l)λP (Tl) pour presque tout l) alors il existe un unique L
dans le corps des fractions de Λ⊗ I tel que
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i) Pour tout H dans I qui annule C(λ), alors HL ∈ Λ⊗ I
ii) Pour tout (Q,P ) dans A(Λ)×A(I) qui satisfont 1 ≤ k(Q) < k(P )−1, on a

L(Q,P ) = c(Q,P )S(P )−1E(Q,P )
L(k(Q), fP , ψPψ′η−1

Q )

(2πi)k(Q)−2Ω(P )

où

c(P,Q) = (k(Q)− 1)!C(ηQ)k(Q)−1
G(ηQ)N

−k(P )
2 W ′(fP )−1G(ψP )−1ψ′(p)δ(Q)

.

3.1 Le changement de base de Gelbart et Jac-
quet

On introduit d’abord la représentation associé à une forme modulaire en
suivant [PS79a] et [PS79b]. Soit f une forme modulaire pour un sous-groupe de
congruence Γ. Soient G = GL+(2,Q), L(f, s) comme dans 1.3 et définissons le
C-espace vectoriel

Π(f) =
{
f(γ(z))(cz + d)−k : γ ∈ G

}
.

Il est claire que G agit sur Π(f) et donc on a une représentation de G. Hecke a
démontré que l’action est irréductible si et seulement L(f, s) a un produit d’Eu-
ler. Il est donc équivalent au fait que f soit une forme propre pour les opérateurs
de Hecke. Chaque h dans Π(f) est fixé par un sous-groupe de congruence Γh de
G et on considère la complété pro-fini G de G par rapport a ces sous-groupes. G
est donc un sous-groupe de

∏
p GL(2,Qp), où le produit est restreint à GL(2,Zp).

On a donc une représentation π sur les adèles finies, qui se décompose comme
produit tensoriel restreint de représentations p-adiques. On peut ajouter aussi
une représentation sur la place infinie. Si on a deux telle représentations π1 et π2

irréductibles, qui se décomposent en produit tensoriel des représentations πi,p
du groupe local Gp, alors sont les mêmes si et seulement si il cöıncident sur tous
les places, excepte un nombre fini entre eux (Stong multiplicity one theorem).
Gelbart et Jacquet dans [GJ76] associent à une représentation automorphe π
de GL(2) une représentation π̂ de GL(3). Elle est isomorphe à le représentation
au carré symétrique de π. On a

L(s, π̂ ⊗ χ) =
L(s, π ⊗ χ× π̃)

L(s, χ)

pour π̃ la représentation contragredient de π. Il est claire qu’il ne dépende pas
du tordu de π par caractère. Il est aussi facile à voir que si π vient d’une forme
propre pour les opérateurs de Hecke, alors le facteur de π̃ cöıncident avec les
facteurs d’Euler définis ci-dessus. On démontre ensuite que L(s, π̂⊗χ) satisfait
l’équation fonctionnelle

L(s, π̂ ⊗ χ) = ε(s, π̂ ⊗ χ)L(1− s, π̂ ⊗ χ−1)

et souvent elle n’a pas des pôles [Sch88, §1].
On introduit maintenant une autre fonction L, associé à la représentation carré
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symétrique d’une courbe elliptique [CS87]. Soit E une courbe elliptique définie
sur Q, alors on y associe les modules de Tate

Tl(E) = lim←−
n

E[ln], Vl(E) = Tl(E)⊗Zl
Ql.

On a une action de Gal(Q/Q), puisque les points de torsion sont algébriques
sur le corps de définition de E. Soit H1

l (E) = HomQl
(Vl(E),Ql) et Sym2(H1

l ) le
carré symétrique associé. Sym2(H1

l ) est explicitement le sous-espace de H1
l (E)⊗

H1
l (E) invariant par l’involution x ⊗ y 7→ y ⊗ x. Pour tout l, on a donc une

représentation ρl de Gal(Q,Q) dans GL(Sym2(H1
l )). Il y a une façon canonique

pour associer à une représentation du groupe de Galois de Q un produit d’Euler
en choisissant, pour tout p premier, un groupe de décomposition et d’inertie.
Soit l 6= p et V = Sym2(H1

l )
Ip pour Ip le groupe d’inertie de p, on choisit dans

le groupe de décomposition Frobp, qui correspond au Frobenius géométrique
x 7→ x−p du corps résiduel, on a alors

D′
p(X) = det(1− ρl(Frobp)X|V ) ∈ Ql[X]

qui ne dépend pas de l. La fonction L qu’on définit de suit satisfait la même
équation fonctionnelle que la fonction L associé à π̂ ci-dessus. Si E est associe,
par le théorème de modularité, à une forme modulaire f , on voit que le facteur
d’Euler Dl(X) et D′

l(X) cöıncident pour presque tout l et puisque tout le deux
satisfont la même équation fonctionnelle, ils doivent cöıncider, mais on peut voir
cela directement [Hid90, Proposition 6.1].

Maintenant on veut donner explicitement les facteurs de L(s, π̂⊗χ) puisque
on aura besoin de cela ensuite pour l’interpolation p-adique. Fixons f et soient
ψ son nebentypus et π sa représentation automorphe. Posons α = ψχ, nous
sommes intéressés aux L(s, π ⊗ α−1) ; posons L(s, πl ⊗ αl−1) le facteur à l de
L(s, π ⊗ α−1), où πl et αl sont les parties locales de π et α. Supposons que
α2
l soit non ramifié (sinon, L(s, πl ⊗ αl−1) = 1) et soit µl (λ dans [Sch88]) le

caractère de Q×
l d’ordre deux qui sur Z×p (le groupe d’inertie) cöıncide avec αl

(donc αlµl est non-ramifié) ηl la caractère de Q×
l d’ordre deux qui n’est pas

ramifié (donc il est la valuation l-adic modulo 2). Posons
∏
l l
e(l) = C(f)/C(ψ)

et quand on demande que α2
l soit non-ramifié, on suppose toujours que αl soit

ramifié. On a don [Hid90, §6]

Σ = {l : πl est super cuspidal} = {l : e(l) > 0, e(l) ≡ 0 mod 2} ,

Σ0 = {l ∈ Σ : αl est non-ramifié et πl ∼= π⊗ηl} ,

Σ1 =
{
l ∈ Σ : α2

l est non-ramifié et πl ∼= πl ⊗ µl et πl 6∼= πl ⊗ µlηl
}
,

Σ2 =
{
l ∈ Σ : α2

l est non-ramifié et πl 6∼= πl ⊗ µl et πl ∼= πl ⊗ µlηl
}
,

Σ0 =
{
l ∈ Σ : α2

l est non-ramifié et πl ∼= πl ⊗ ηl ∼= πl ⊗ ηl
}
,

Ξ = {l|N : πl est principale } = {l|N : (N/C(ψl), l) = 1} .

Les expressions explicites pour chaque facteur sont les suivantes [Sch88, §1].
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Proposition 3.1.1. Si l ∈ Ξ, alors

L(s− k + 1, πl ⊗ α−1
l )

−1
= Dl(χ0(l)l−s)(1−(ψ2χ)0(l)a(f, l)

2
l−s)(1−(ψ2χ)0(l)l−s+k−1)

Si l ∈ Σ0 (resp. Σ1, Σ2, Σ3, ), alors

L(s, πl ⊗ αl)−1 = (1 + αl(l)l−s)

L(s, πl ⊗ αl)−1 = (1− αlµl(l)l−s)
L(s, πl ⊗ αl)−1 = (1 + αlµl(l)l−s)

L(s, πl ⊗ αl)−1 = (1− α2
l (l)l

−s)

L’idée à la base de la preuve de cela est l’étude des pôles de L(s, π⊗α× π̃),
qui sont simples.

3.2 Les formes modulaires de poids demi-entier

On introduit maintenant les formes modulaires de poids demi-entier. D’abord,
pour un’extension quadratique Q(

√
m), on pose χm le seul caractère de Dirichlet

correspondant à l’extension, qui correspond à le symbole d’Artin. On fixe, pour
un nombre complexe z, que

√
z a argument dans (−π/2, π/2] et zk/2 =

√
z
k.

Considérons la série thêta

Θ(z) =
∞∑

n=−∞
e2πin

2z

qui est associé a la forme quadratique x2 définie sur Z. Posons, pour γ dans
Γ0(4),

j(γ, z) =
Θ(γ(z))

Θ(z)
.

On peut voir que, pour ε(d) = i si d ≡ 3 mod 4 et ε(d) = −1 si d ≡ 1 mod 4
[Kob93, III, §4 Theorem 1]

j(γ, z) = ε(d)−1
( c
d

)
(cz + d)1/2

et donc
j(γ, z) = χ−1(d)(cz + d).

On sait que d ne peut pas être pair puisque 4 divise c.
On définit donc l’opérateur |k/2γ pour k impair

f |k/2γ(z) = f(γ(z))j(γ, z)−1(cz + d)−(k−1)/2

= f(γ(z))ε(d)−1
( c
d

)
(cz + d)−k/2.

On définit alors, pour ∆ un sous-groupe de congruence de Γ0(4) l’espace Gk/2(∆),
qui consiste de formes modulaires de poids demi-entier, comme l’ensemble des
fonctions complexes et holomorphes sur H telles que

f |k/2γ = f pour tout γ ∈ ∆,
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a(n/N, f |kγ) = 0 pour n < 0 et γ ∈ SL(2,Z).

et on définit l’espace de forme paraboliques Pk/2(∆) en imposant que f soit
nulles sur les cusps. Avec la définition näıf de l’opérateur |k/2γ, f |k/2γ =
f(γ(z))(cz + d)−k/2, on a que la seule forme modulaire de poids demi-entier
est 0.
On définit maintenant les formes modulaires p-adiques de poids demi-entier ; on
suppose que ∆ contient Γ1(N) pour un certain N . Avec la q-expansion on peut
penser G(∆) dans C[[q]]. Pour A sous-anneau de C, on pose

Gk/2(∆;A) = Gk/2(∆) ∩A[[q]],
Pk/2(∆;A) = Pk/2(∆) ∩A[[q]].

On définit ensuite

Gk/2(∆; Qp) = Gk/2(∆; Q)⊗Qp,

Pk/2(∆; Qp) = Pk/2(∆; Q)⊗Qp,

comme sous-algèbres de Qp[[q]]. Pour tout A sous-anneau de Qp, on définit
Gk/2(∆;A) et Pk/2(∆;A) par intersection avec A[[q]]. On pose aussi pour un
caractère de Dirichlet modulo N

Gk/2(Γ0(N), χ;A) =
{
f ∈ G(Γ1;A) : f |k/2γ = χ(d)f

}
.

Si A est un corps dans Qp ou C, alors on a

Gk/2(Γ1(N);A) = Gk/2(Γ1(N); Q)⊗Q A,

Gk/2(Γ0(N), χ;A) = Gk/2(Γ0(N), χ; Q(χ))⊗Q(χ) A.

Cela est dû au fait qu’il y a une base sur Q (ou Q(χ)) [Hid90, §2].
Soit K un’extension de Qp et OK son anneau d’entiers, posons ∆(pr) = ∆ ∩
Γ1(pr) et on définit alors

Gk/2(∆(p∞)) =
∞⋃
r=1

Gk/2(∆(pr);K) dans K[[q1/N ]],

Gk/2(∆(p∞);OK) = Gk/2(∆(p∞);K) ∩ OK [[q1/N ]],

G(∆(pr);K) =
∞⊕
m=0

Gm+1/2(∆(pr);K) r = 1, . . . ,∞,

G(∆(pr);OK) = G(∆(pr);K) ∩ OK [[q1/N ]] r = 1, . . . ,∞.

Si K est un’extension finie de Qp, alors il est complet et on peut considérer
la complété des espaces ci-dessus par la topologie p-adique de K[[q1/N ]]. En
particulier G(∆(p∞);K) est l’espace des formes modulaires p-adique de poids
demi-entier. Dans la même façon on construit les espaces pour les formes para-
boliques.

Théorème 3.2.1. Soit A un entre K et OK , Γ0(4) ⊃ ∆ ⊃ Γ(N) pour N
prime à p. Alors, pour tout r ≥ 1, G(∆(pr);A) et P(∆(pr);A) cöıncident avec
G(∆(p∞);A) et P(∆(p∞);A).
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Démonstration. On démontre le théorème seulement pour A = OK , r = 1 et
G(∆(pr);OK), puisque les autres cas sont similaires. Notons d’abord que Θ est
une unitè dans Z[[q]] et ella n’a pas des zéros dans H. Soit M = M(∆(p);A),
qui est la complété de M0 = ⊕∞k=0Mk(∆(p);OK). Soient G = G(∆(p∞);OK)
et G0 = G(∆(p);Ok). Il est claire que G0 et G sont des modules sur M0 et M
par la multiplication dans OK [[q1/N ]]. Soit A le corps des fractions deM et soit
Θ−2M dans OK [[q1/N ]] ; il est la complété de Θ−2M0 par la norme p-adique.
Soit Yr = ∆(pr)\H et Xr sa compactification canonique. Posons Cr les cusps de
Xr et Sr les cups de Xr qui ne sont pas ramifiées sur X0. Si on pose ∆ l’image

de ∆ dans SL(2,Z/NZ) et UN =
{
±
(

1 u
0 1

)
: u ∈ Z/NZ

}
, on a

C0
∼= ∆ \ SL(2,Z/NZ)/U.

Une cusp s est non ramifié sur X0 si et seulement si ses stabilisateurs dans
∆ et ∆(pr) cöıncident. On se réduit à s = ∞ et on voit que son UNpr dans
SL(2,Z/NprZ) est normalisé par les matrices triangulaires supérieures et on a
donc

Sr =

{
C0 × (Z/prZ)× si − 1 /∈ ∆
C0 × (Z/prZ)×/ {−1} si − 1 ∈ ∆

On peut donc définir l’espace C(C0 ×Z×p ,OK) de fonctions continues vers OK .
Comme on a déjà vu, on a une action soit de SL(2,Z/NZ) que de Z×p sur M,
on peut donc définir un plongement

ι : Θ−2M −→ C(C0 × Z×p ,OK)((qN ))
f 7−→

∑∞
−∞<<n a(n, ι(f))qn/N ,

où a(n, ι(f)) : (s, z) 7→ a(n, f |sz).
Pour s dans C0, on pose

vs(f) = min
{
n : z 7→ a(n, f |sz) est non-null sur Z×p

}
,

X =
{
f ∈ Θ−2M : vs(f) ≥ −vs(Θ2)/2 pour tout s ∈ C0

}
,

X0 =
{
f ∈ X ∩Θ−2M0 : f est holomphe en tout s ∈ C1 \ S1

}
.

Maintenat, posons t = pn(p− 1) et Et pour Bt

t Et et définissons

Gn = Et − pt−1Et|[p] = Et|(1− Tp).

On aGt ≡ 1 mod pn et a(0, Gn|γ) = 0 pour γ dans SL(2,Z)\Γ0(p). Pour justifier

la deuxième affirmation, notons que SL(2,Z)\Γ0(p) est Γ0(p)
(

0 1
−1 0

)
Γ0(p)

et que un γ dans SL(2,Z) \ Γ0(p) commute avec Tp et que Tp ne change pas
a(0, f). Puisque Θ−2M0 est dense Θ−2M, on a pour f dans X que f = lim

n→∞
fn.

Si on choisit m suffisamment grand, alors Gmn fn est dans X0 et Gmn fn est
très proche à fn et alors on a que X0 est dense dans X . Puisque Θ envoie
M(k−1)/2(∆) dans Gk/2(∆), on a que ΘX ⊃ G, mais il est clair que G0 ⊃ ΘX0.
En prenant la complété on a le théorème.
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On sait que si σ dans Γ0(4) normalise ∆, alors l’action f 7→ f |k/2σ préserve
Gk/2(∆; Q) et cela induit une action de σ sur Gk/2(∆; Qp) qu’on écrit avec la
même notation. Pour z dans Z×p , on définit sa action sur Gk/2(∆(pr); Qp)

f ||z = z(k+1)/2f |k/2σ, f |z = z(k−1)/2f |k/2σ = z−1f ||z (3.2.2)

pour σ dans Γ0(4), σ ≡
(
z−1 0
0 z

)
mod pr et σ ≡ I mod N . Si ∆ = Γ1(N)

ou Γ0(N), alors on définit l’action de ZN = Z×p × (Z/NZ)× par

f ||(z, ζ) = χ−1(ζ)z(k+1)/2f |k/2σ, f |(z, ζ) = χ−1(ζ)z−1f ||z (3.2.3)

où σ ≡
(
z−1 0
0 z

)
mod pr et σ ≡

(
ζ−1 0
0 ζ

)
mod N . On prolonge ces ac-

tions sur G(∆(pr); Qp) et on a le théorème suivant [Hid90, Theorem 2.2].

Théorème 3.2.4. Soit A = K ou OK , alors les actions ||z et |z (resp. ||(z, ζ)
et |(z, ζ)) préservent G(∆(pr);A) et Gk/2(∆(pr);A) (resp. G(Γ1(Npr);A) et
Gk/2(G1(Npr);A)) et se prolongent sur leur complété.

On a pour k impair et k′ dans Z un produit

Mk′(∆(pr);OK)× Gk/2(∆(pr);OK)→ Gk′+k/2(∆(pr);OK)

donné par la multiplication dans OK [[q1/N ]], qui induit

M(∆(pr);OK)× G(∆(pr);OK)→ G(∆(pr);OK)

qui est uniformément continue pour le norme p-adique. On peut donc donner
une structure deM(∆(p);OK)-module à G(∆(p∞);OK) et on a pour f de poids
entier et g de poids demi-entier

fg|z = f |zg||z pour z ∈ Z×p ou z ∈ ZN si ∆ = Γ1(N).

Dans la même façon on a un produit

G(Γ1(Np);OK)× G(Γ1(Np);OK)→M(Γ1(Np);OK)

qui satisfait fg|z = f |z · g||z.
On peut définir les opérateurs

[t] : G(Γ1(Np);OK) −→ G(Γ1(tNp);OK)
f =

∑
n a(n, f)qn 7−→

∑
n a(n, f)qtn

qui induit une morphisme de G(Γ1(Np), χ;OK) vers G(Γ1(tNp), χχt;OK) et
τNpr

f |τNpr =
{
f(−1/Nprz)(Npr)−k/4(−iz)−k/2 si f ∈ Gk/2
f(−1/Nprz)(Npr)−k/2(−iz)−k si f ∈Mk.

Au moins d’un facteur (−i)k, il cöıncide avec τ ′Npr définit dans 1.3. On a

τ2
Npr =

{
1 sur Gk/2

(−i)k surMk.
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Si on a une fonction φ sur Z/MpsZ on peut définir l’opérateur de tordu de
G(Γ1(Np),OK) vers G(Γ1(NM2p),OK), qui est explicitement donné par

a(n, f |φ) = φ(n)a(n, f).

On peut généraliser le tordu pour toute fonction continue φ de Zp × Z/MZ ;
on prende une suite des fonctions localement constantes φn qui convergent uni-
formément à φ et on pose f |φ = lim

n→∞
f |φn. Si M = 1 et φ = IdZp

, alors on a

l’opérateur de dérivation d tel que a(n, df) = na(n, f). Puisque e ◦ d = 0, on a
e(fdg) = −e(gdf)
On introduit les séries d’Eisenstein de poids demi-entier, soient k > 0 impair
et ξ un caractère de Dirichlet modulo Lpr (L et p premiers entre eux) tel que
ξ(−1) = (−1)(k−1)/2, on pose

E∗k/2(z, s; ξ) = L(2s+k−1, ξ2)
∑

γ∈Γ∞\Γ0(Lpr)

ξχLprχ−1
k−1
2 (γ)j(γ, z)−k|j(γ, z)|−2s

,

Ek/2(z,m; ξ) = (2π)
m−k

2 (Lpr)
k−2m

4 Γ(
k −m

2
)
{

(2y)
−m
2 E∗k/2(z,−m; ξ)

}
|k/2τLpr .

Si on pose Ek/2(ξ) = Ek/2(z, 2−k; ξ), alors on a que Ek/2(ξ) est dans les formes
modulaires de poids demi-entier Gk/2(Γ1(Lpr), ξ; Q) et, par µ la fonction de
Möbius, sa expansion en série de Fourier est

L(2− k, ξ2) +
∞∑
n=1

qnL

(
3− k

2
, ξχn

) ∑
u2t2|n,

(ut, Lp) = 1,
u > 0, t > 0

µ(u)ξ(ut2)χn(u)t(ut2)
k−3
2 .

(3.2.5)

On définit donc les opérateurs de Mass-Shimura

∂s =
1

2πi

(
s

2iy
+

d
dz

)
, ∂rs = ∂s+2r−2 · · · ∂s+2∂s

alors pour m impair entre (k − 1)/2 et k on a

Ek/2(z,m; ξ) = ∂ij/2Ej−2(z, 2− j; ξ),

où i = (k−m)/2 et j = 2m+4−k. Si f est une forme modulaire de poids s, alors
∂sf est invariante par l’action de poids s + 2 mais pas forcement holomorphe,
puisque(

d
dz
f

)
(γ(z)) =

d
dz
f(γ(z))(cz + d)−2 = cs(cz + d)s−1

f(z) + (cz + d)s
d
dz
f(z),

y−1 ◦ γ = y−1(cz + d)2 − 2ci(cz + d).

On a alors

∂sf |s+2γ =
1

2πi

(
s

2iy ◦ γ
f(γ(z))(cz + d)−s−2 +

d
dz
f(γ(z))(cz + d)−s−2

)
=

1
2πi

((
s(cz + d)2

2yi
− 2sci(cz + d)

2i

)
f(z)(cz + d)−2+

+cs(cz + d)−1
f(z) +

d
dz
f(z)

)
= ∂sf.
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On peut faire le même calcul pour les formes de poids demi-entier.

3.3 Séries thêta et formes modulaires quasi-holomorphes

Dans [Shi73] Shimura présente les séries θ, qui peuvent produire beaucoup
d’exemple de formes modulaires de poids demi-entier. Soit n la dimension d’un
espace vectoriel réelle, A une matrice symétrique réelle de dimension n, N un
entier positif, α un entier non-négatif et P une fonction sphericale de poids α.
Cela signifie que P est une fonction de Rn vers C tel que si α est 0, alors P est
constante, sinon

P (x) =
m∑
i=1

βi(qtiAx)α

pour x dans Rn, βi dans C et qi dans Cn tel que qtAq = 0. On choisit h dans
Zn et on définit pour z dans H la série

θ(z;h,A,N, P ) =
∑

m≡h mod N

P (m)e2πiz
mtAm
2N2 .

Suppons maintenant que A et NA−1 ayant coefficients dans Z et que Ah soit
dans Z, on a alors

Théorème 3.3.1. Soit γ =
(
a b
c d

)
avec b ≡ 0 mod 2 et c ≡ 0 mod 2N ,

alors

θ(γ(z);h,A,N, P ) = e2πiab
htAh
2N2 ε(d)−n

(
detA
d

)( c
d

)n
(cz + d)

n+2ν
2 θ(z; ah,A,N, P ).

Soit φ un caractère modulo r et α tel que φ(−1) = (−1)α, posons

θ(φ) = θ(z;φ) =
1
2

∞∑
n=−∞

φ(n)nαe2πin
2z.

On a le corollaire suivant

Corollaire 3.3.2. Pour θ(φ) comme avant, on a

θ(γ(z);φ) = φ(d)
(
−1
d

)α
j(γ, z)2α+1θ(z;φ).

Elle est donc une forme modulaire de poids 1/2 ou 3/2 et niveau 4r2. Si φ est
primitif modulo r, alors

θ

(
−1
4r2z

;φ
)

= (−1)αr
−1
2 G(φ)(−2riz)

2α+1
2 θ(z;φ).

On définit maintenant le formes modulaires quasi-holomorphes. On pose
pour A un sous-anneau de C et m un entier positif Nm(A) comme l’espace de
fonctions définies sur H qui ont comme expansion de Fourier à l’infini

f =
∞∑
n=1

a(n, y)e2πi
n(z+h)

M pour M entier et positif et 0 ≤ h < 1
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où les a(n, y) sont des polynômes en (4πy)−1 de dégrée plus petit ou égal à
m, à coefficients dans A. Soit ∆ un sous-groupe de congruence et k un entier
ou demi-entier positif. On pose Nm

k (∆;A) comme le sous-espace de Nm(A) de
fonctions f tel que

f(γ(z))ϕ(z)−2 ∈ Nm
k (∆; C) pour tout γ ∈ SL(2,Z) et

φ : H→ C holomorphe et tel que φ(z)2 = cz + d,

f |kγ = f pour tout γ ∈ ∆.

Si ψ est un caractère de ∆ d’ordre fini, on pose avec de conditions similaires
Nm
k (∆, ψ;A). On donne deux résultats du à Shimura, [Shi76].

Lemme 3.3.3. Soit g dans Nm
k (Γ0(N), ψ; C) avec k > 2m, alors

g =
m∑
n=0

∂nk−2ngn

pour gn dans Mk−2n(Γ0(N), ψ; C).

Démonstration. On écrit

g(z) =
m∑
n=0

y−ngn, g(γ(z))(cz + d)−k =
m∑
n=0

y−nfn.

Par substitution de z et y dans la première expression et par confronte des
coefficients de y−m on obtient (cz + d)2m−kgm(γ(z)) = fm(z) et fm = ψ(d)gm
si γ est dans Γ0(N). Donc gm est dans Mk−2m(Γ0(N), ψ; C) et g − c∂mk−2mgm
a degré en y plus bas. On conclue par récurrence.

On peut donc définir pour k > 2m

H : Nm
k (Γ0(N), ψ;A)→M(Γ0(N), ψ;A)

qui envoie g dans g0. Et on peut faire le même avec les formes modulaires de
poids demi-entier. On a le lemme suivant

Lemme 3.3.4. Soit f ∈ Sk(Γ0(N), ψ; C) et g ∈ Ml(Γ0(N), χ; C) avec k =
l + 2m, alors 〈f, ∂ml g〉 = 0. En particulier, 〈f,H(g)〉 = 〈f, g〉 pour tout g ∈
Nm
k (Γ0(N), ψ; C).

Démonstration. On a une expresion de ∂ml en polynôme sur d
dz [Hid88b, 6.6].

On écrit donc g =
∑∞
n=0 bnq

n et

∂ml g =
m∑
j=0

(−4πy)j−mcj
∞∑
n=0

bnn
jqn

et ∫ ∞

0

ys−1

∫ 1

0

f∂ml gdxdy = (4π)−sD(s−m, f, g)
m∑
j=0

c′jΓ(s+ j −m).
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Mais dans la même façon que le théorème 1.3.3 on a que l’intégrale à gauche est∫
Φ

fgE∗k−l(z, s+ 1− k;ψχ)ys−1,

où E∗k−l(z, s + 1 − k;ψχ) est le série d’Eisenstein en deux variables de poids
entier

E∗k−l(z, s+ 1− k; ξ) =
∑

γ∈Γ∞\Γ0(Lpr)

ξ(γ)j(γ, z)−k|j(γ, z)|−2s
.

Donc, au moins d’une constante, 〈f, ∂ml g〉 est le residue en s = k de D(s, f, g),
qui est holomorphe, donc on à le résultat.

Si on définit le produit de Rankin entre f dans Sk(Γ0(N), ψ) et g dans
Gl/2(Γ0(N), ξ) comme

D(s, f, g) = L(2s− 2k − l + 3, (ψξ)2)
∞∑
n=1

a(n, f)b(n, g)
ns/2

alors on a le lemme suivant [Hid90, Lemma 4.5]

Lemme 3.3.5. Soit f , g et D(s, f, g) comme avant et c la conjugaison complexe,
alors on a

(4π)−s/2Γ(s/2)D(s, f, g) =
〈
fc, gE∗k−l/2(z, s+ 2− 2k; ξψχ−N )y(s/2)+1−k

〉
N
,

= (−i)k
〈
fc|kτN , g|l/2τN

(
E∗k−l/2(z, s+ 2− 2k; ξψχ−N )y(s/2)+1−k

)
|k−l/2τN

〉
N
.

Il faut noter qu’on a mis dans la définition de D(s, f, g) a(n, f) et pas a(n, f),
qui explique fc = f(−z) dans le lemme. La deuxième égalité est du à

〈f |kτN , h|kτN 〉 = 〈f, h〉 , (g|l/2τN )(Ek−l/2)|k−l/2τN = ik(gEk−l/2)|kτN .

On termine avec le lemme suivant

Lemme 3.3.6. Soit g ∈ Gl/2(Γ1(N); C) et h ∈ Gk/2(Γ1(N); C) alors

H(g∂rk/2h) = (−1)rH(h∂rl/2g).

Soit g ∈ Gl/2(Γ1(N); Q) et h ∈ Gk/2(Γ1(N); Q) alors

eH(g∂rk/2h) = e(gdrh).

Démonstration. Pour r = 0 il est claire. Soit f une forme modulaire de poids
2r+(l+k)/2 et soient ψ, φ tels que ∂i+jφψ ait le même poids que f . Il est facile
à voir que ∂i+jφψ = ψ∂iφ+ φ∂jψ et donc pour 3.3.4

〈f, ψ∂iφ〉 = −〈f, φ∂jψ〉 .

Soit φ = ∂r−nl/2 g et ψ = ∂n−1
k/2 h, alors on a〈

f, ∂r−nl/2 g∂nk/2h
〉

= −
〈
f, ∂r−n+1

l/2 g∂n−1
k/2 h

〉
.
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Par récurrence on n, on a〈
f, g∂rk/2h

〉
= (−1)r

〈
f, ∂rl/2gh

〉
et on conclue par 3.3.4 et le fait que le produit scalaire de Petersson est non-
dégénéré. Pour la deuxième partie, par [Hid88b, 6.6], on a que H(g∂rk/2h) =

gdrh+ d
∑r−1
n=0 d

ngn+1, qui suffit puisque e ◦ d = 0.

3.4 Mesures arithmétiques et mesures généralisées

Soit T un espace topologique avec une partie finie et une partie isomorphe
à Zrp comme dans 2.1, on défini

Définition 3.4.1. Une mesure arithmétique est une fonction OK-linéaire µ de
C(T ;OK) vers G(Γ1(J);OK) tel que

A1 Il existe un entier impair k tel que∫
T

φdµ ∈ Gk/2(Γ1(Jp∞); Q)

pour toute φ dans LC(T ;OK).

A2 Ils existent un caractère ϕ : ZJ → O×K et une action continue ZJ × T → T
tel que

µ(φ)|z = z(k−1)/2
p ϕ(z)µ(φ|z) pour toute φ ∈ C(T ;OK),

où φ|z(t) = φ(zt) pour z dans ZJ et t dans T .

A3 Il existe une fonction continue ν : T → Zp tel que, pour z dans ZJ on a

ν|z(t) = z2
pν(t) et d(µ(φ)) = µ(νφ)

pour d l’opérateur différentiel et φ dans C(T ;OK).

On dit que k/2 est le poids de µ.
Si 1pµ = µ (i.e. a(n, µ(φ)) = 0 pour tout φ si p divise n), alors µ est super-
singulière.
Si µ a valeurs dans Pk/2(Γ1(Jp∞)), alors µ est cuspidale.

On a le lemme suivant [Hid90, Lemma 4.1].

Lemme 3.4.2. Si µ est une mesure arithmétique super-singulier, alors µ est
cuspidale.

On donne quelques exemples de mesure arithmétique ; soit ζbχn
la mesure

défini dans 2.3.3, on définit la mesure E sur ZL dans OK∫
ZL

φdE =
∑

n = 1,
(n, p) = 1

qn
∑

u2t2|n,
(ut, Lp) = 1,
u > 0, t > 0

µ(u)χn(u)t
∫
ZL

φ|(ut2)dζbχn
.
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Soit ξ un caractère modulo Lpr tel que ξ(−1) = (−1)(k−1)/2 et φ = ξz
(k−3)/2
p ,

on a alors∫
ZL

φ|(ut2)dζbχn
= ξ(ut2)(ut2)

(k−3)/2
∫
ZL

ξ(z)z(k−3)/2
p dζbχn

= ξ(ut2)(ut2)
(k−3)/2

(1− ξ1(b)b(k−1)/2)L((3− k)/2, ξχn)

Puisque χn corresponde a le symbol d’Artin, on a que si n est positif, alors
χn(−1) = 1 et si n est négatif χn(−1) = −1 ; en confrontant 3.2.5, on a donc∫

ZL

ξzk−3/2
p dE =

{
(1− ξ1(b)b(k−1)/2)Ek/2(ξ)|1p si ξ(−1) = (−1)

k−1
2

0 sinon
(3.4.3)

On voit donc que pour tout φ continue et localement constante, on a∫
ZL

φ(z)znp dE ∈ Gn+3/2(Γ1(Lp∞);OK)

puisque φ est combinaison linéaire de caractères. Puisque LC(ZL;OK) est dense
dans C(ZL;OK), par continuité elle a valeurs dans G(Γ0(J);OK). On a les
propriétés suivantes pour toute φ

– E(φ)|z = zE(φ|z)
– E(φ)|1p = E(φ)

On définit alors la mesure E sur Z×p × ZL∫
Z×p ×ZL

wmη(w)znp ξ(z)dE = dm
((∫

ZL

ξ(z)znp dE
)
|η
)
.

On peut voir donc que E est une mesure arithmétique super-singulier, avec
l’action de ZL sur Z×p × ZL donnée par

z(w, z′) = (z2
pw, zz

′),

caractère φ trivial et ν(w, z) = w. Pour donner un autre exemple, soit V un
Q-espace vectoriel de dimension l impaire et ν une forme quadratique définie
positive. Soit S la forme bilinéaire associé. Fixons un réseau L dans V tel que
Z ⊃ ν(L) et soit L∗ le réseau dual. Posons ∆ = [L∗ : L], qui diffère par un carré
du detA, si A est la matrice associé à S. Soit

W = {x ∈ L∗ : ν(x) ∈ Z}

et M le plus petit entier tel que Z ⊃Mν(L∗), il est facile à voir que 4|M . Pour
tout φ :W/Lpr → Q, on a que (cfr. théorème 3.3.1 pour A la matrice associé à
ν, N = 1)

θ(φ) =
1
2

∑
w∈W

φ(w)qν(w) ∈ Gl/2(Γ1(M); Q).

Posons W = lim←−W/Lpr ; on peut prolonger naturellement ν sur W et elle a
valeurs dans Zp. On définit l’action de ZM sur W par la multiplication de Z sur
W et soit

W× = {x ∈W : ν(x) ∈ Zp} .
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On prolonge θ sur C(W ;OK) et par continuité elle a valeurs dans G(Γ1(M)).
Sa restriction à W× est, par le théorème 3.3.1, une mesure arithemtique super-
singulier de poids l/2, caractère ϕ(d) =

(
(−1)(l−1)/22∆

d

)
et ν = ν.

Si on a une fonction η spherical sur V de poids α, elle induit par continuité une
fonction sur W et on a que η · θ : φ 7→ θ(ηφ) est arithmétique et super-singulier
de poids l/2 + α et même caractère que θ.

On va maintenant définir les mesures p-adiques généralisées et les mesures
de convolution, qu’on utilisera dans le paragraphe suivant pour construire la
fonction L p-adique en deux variable qui nous intéresse. Soit I comme dans 1.6.

Définition 3.4.4. Soit Meas(T ;OK)⊗̂OK
I la complété pro-fini de I-module

Meas(T ;OK) ⊗OK
I. Un élément de Meas(T ;OK)⊗̂OK

I est dit une mesure
généralisée sur T ×X (I;OK).

Si I = ΛK , alors Meas(T ;OK)⊗̂OK
I s’identifie avec Meas(T ×Γ;OK). On

peut donner à I une structure d’OK-algèbre de Banach avec la norme NK/LK
.

Puisque I est libre sur ΛK de rang d, on a toujours un isomorphisme d’espaces
topologiques linéaires

Meas(T ;OK)⊗̂OK
I ∼= Meas(T × Γ;OK)d.

Si P est dans X (I;OK), alors pour le morphisme λP : I → OK , on a

Id⊗ λP : Meas(T ;OK)⊗̂OK
I →Meas(T ;OK)

puisque Meas(T ;OK) ∼= Meas(T ;OK) ⊗OK
I/PI. On denote par ΦP l’image

de Φ par cette morphisme. On a le lemme suivant [Hid88b, Lemma 3.3]

Lemme 3.4.5. Si X est dense dans X (I), alors toute les mesures Φ dans
Meas(T ;OK)⊗̂OK

I sont determinées par leurs images ΦP , pour P dans X .

Avant d’introduire les mesures de convolution, on donne un résultat d’algèbre
commutative qu’on utilisera en suite [Hid88b, Proposition 7.1]

Proposition 3.4.6. Soit A une ΛK algèbre fini et plat, M un A-module com-
pact et M∗ = HomOK

(M,OK). S’il existe un système projectif de A-modules
tel que

i) M ∼= lim←−Mi comme A-module ;

ii) Les flèches de transiction ρi,j sont surjectives ;

iii) Mi est un OK-module libre et fini pour tout i

Alors

i) M ∼= lim←−
m

((lim
→
Mi)⊗OK

OK/pmOK) comme A-module ;

ii) (M∗)∗ ∼= M comme A-module

iii) L’accouplement
〈, 〉 : M ×M∗ → A∗

qui à m, m∗ associe la fonction 〈m,m∗〉 (a) = m ∗ (a ·m) est parfait.
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L’exemple qu’il faut rappeler est l’algèbre de Hecke ordinaire.
Soit J premier avec p et L un multiple de J . Posons AJ et AL les algèbres de
groupes OK [[ZJ ]] et OK [[ZL]] ; soient M un AJ -module compact et U et V deux
AL-modules compacts. Dans la suite, on aura toujours M = Meas(T ;OK). On
choisit un caractère α de ZL dans O×K et on définit l’action tordue par α de ZL
sur C(ZL;OK) par (φ|αz)(z′) = α(z)φ(z′z).
Soient E : C(ZL;OK)→ U∗ et ϕ : M∗ → V ∗ deux morphismes de AL-modules
pour l’action tordue par α. On suppose qu’il existe

m : U∗ ⊗ V ∗ → S(Γ1(Lp);OK)

tel que
m(u⊗ v)|a = m(u|a⊗ v|a).

On peut penser à le formes modulaires de poids demi-entier avec les deux action
|z et ||z de 3.2.
Soit M∗⊗̃U∗ la complété p-adique de M∗⊗U∗, on peut la identifier avec l’espace
Homc(M,U∗) des morphismes OK-linéaires et continue en mettant sur M la
topologie pro-fini et sur U∗ la topologie p-adique [Hid88b, Lemma 8.1]. On
définit l’action de ZL sur C(M × ZL;OK) par

F |z(m,x) = F (z−1m, zx) pour F ∈ C(M × ZL;OK).

On définit donc la fonction E∗(F ) : M 7→ U∗ pour F dans C(M ×ZL;OK) par

E∗(F )(m) =
∫
ZL

(F |z)(m, 1)dE(z).

On peut voir [Hid88b, après Lemma 8.1] que E∗(F ) est une fonction continue de
M vers U∗. Puisque toute F dans M∗⊗̂C(ZL;OK) peuvent être pensées comme
fonctions sur M × ZL, on peut définir

E∗ : M∗⊗̂C(ZL;OK)→M∗⊗̃U∗.

On regarde maintenant ϕ. On la prolonge surM∗⊗U∗ vers V ∗⊗U∗ par l’identité
et on pose

ϕ̃ : M∗⊗̃U∗ → S(Γ1(Lp);OK) par m ◦ ϕ⊗ Id.

On peut donc définir la mesure de convolution E ∗ ϕ = ϕ̃ ◦ E∗ qui nous donne
un morphisme de AL-module si on défini naturellement l’action tordue par α
de ZL sur C(M × ZL;OK) par

φ||αz(m,x) = α(z)(m,xz).

Soit comme toujours I la clôture intégrale d’une composante irréductible de
hord(Γ1(Np);OK), λ la projection sur I primitive et ψ le caractère associé. On
introduit l’opérateur de trace tordu TL/N , pour L prime à p et N qui divise L.
On a

Γ1(N,L/N) =
{(

a b
c d

)
a ≡ d ≡ 1 mod N,L/N, c ≡ 0 mod Nb ≡ 0 mod L/N

}
=

(
N 0
0 L

)−1

Γ1(L)
(
N 0
0 L

)
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et on définit M(Γ1(L);OK)[ψ] comme la sous-algèbre de M(Γ1(L);OK) des
éléments f tel que f |ζ = ψ(ζ)f pour ζ dans (Z/NpZ)×. On définit donc TL/N
comme la composition de

[N/L] :M(Γ1(L);OK)[ψ] −→M(Γ1(N,L/N);OK)[ψ]

et de l’opérateur de trace

Tr :M(Γ1(N,L/N);OK)[Tr] −→M(Γ1(N);OK)[ψ].

Cette construction est compatible avec l’idempotent e.
Posons α̌ la restriction de α à (Z/LpZ)×, on peut donc définir

Ψ : M∗⊗̂C(Γ;OK) ∼= M∗⊗̂C(ZL;OK)[α̌ψ]→ Sord(Γ1(N);OK)[ψ]

Ψ = e ◦ TL/N ◦ E ∗ ϕ.

On peut donc définir la mesure généralisée E ∗λ ϕ = lλ ◦ (Ψ⊗ Id) :

(M⊗̂I)∗ ∼= M∗⊗̂C(Γ;OK)⊗ΛK
Î → OK ,

pour lλ comme dans 1.6. Pour tout OK-point arithmétique P de I, on peut
évaluer E ∗λ ϕ dans P et on a pour φ dans M∗

(E ∗λ ϕ)P (φ) = H(P )lP ◦ TL/N ◦ e(ϕ̃(m 7→ E∗(z 7→ α−1εPψω
−k(P )(z)zkpφ(z−1m)))).

(3.4.7)

3.5 Deux théorèmes

Soit comme toujours I la clôture intégrale d’une composante irréductible
de hord(Γ1(Np);OK), λ la projection sur I et C(λ) le module de congruences
associé. On suppose λ primitif.
Maintenant on utilise la définition alternative de |kγ, pour γ dans GL+(2,Q)

f |kγ = det(γ)k/2j(γ, z)−kf(γ(z)),

pour k entier ou demi-entier et j(γ, z) choisi de conséquence (avec ou sans le
caractère).
Soit µ : C(T ;OK)→ G(Γ1(J);OK) une mesure arithmétique et super-singulier
de poids l/2 et caractère ϕ et L le plus petit commun multiple de J et N .

Théorème 3.5.1. Soit b ∈ Z×p et 0 6= H ∈ I un éléments qui annule C(λ).
Alors il existe une unique mesure généralisée Φ ∈Meas(T ;OK)⊗̂I tel que pour
tout (P,m) dans A(I)× Z avec

0 ≤ 2m < k(P )− l + 1
2

et H(P ) 6= 0

et pour tout φ ∈ LC(T ;OK) tel que il existe un caractère d’ordre fini ξ de ZJ
vers O×K pour lequel φ(zt) = ξ(z)φ(t) on a

(1− ψP (ξ1ϕ1)
−1(b)bk(P )− l+1

2 −2m)−1S(P )H(P )−1
∫
T

φνmdΦP =
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= c(l,m, P )W ′(fP )−1
G(ψP )−1

a(p, fP )−βpβ(
4m+l

4 )D(l + 2m, fP , µ(φ)|τJpβ )

(2πi)2m−1+ l−1
2 Ω(P )

pour Ω(P ) et S(P ) comme pour le théorème 3.0.1, β le plus petit entier tel que
µ(φ) ∈ Gl/2(Γ0(Jpβ), ξϕ) et

c(l,m, P ) = Jm+ l
4N− k(P )

2 Γ(m+ 1)
Γ(m+ (l/2))√

2π
i

l−1
2

Démonstration. On veut utiliser la mesure E ∗ ϕ définie précédemment ; soient
M∗ = C(T ;OK), U∗ = G(Γ1(L);OK) et V ∗ = P(Γ1(L);OK). ZL agit sur M∗

par
φ||z(t) = zl+1/2

p φ′′(z)φ(zjt)

pour zj la projection de z sur ZJ et φ′′(m) = ϕ(m)
(
−L/J
m

)
. Soit µL = [L/J ]◦µ

une mesure a valeurs dans P(L;OK). On a compatibilité avec l’action 3.2.3
µL(φ)||z = µL(φ||z), puisque on a ajouté φ et χ−1 qui viennent de A2 et χL/J
qui provient de [L/J ]. On pose que l’action de ZL sur C(ZL;OK) est tordue
par l’identité, i.e. φ||z(z′) = zφ(zz′) pour le caractère α = Id. On prend E
la mesure d’Eisenstein de 3.4 et µL pour le morphisme de M∗ vers V ∗ et soit
Φ = L−1E ∗λ µL. On fix k et r pour k(P ) et r(P ).
Il faut donc évaluer H(P )−1 ∫

T
φνmdΦP qui par 3.4.7 est donc (attention qu’on

a changé l’action sur C(T ;OK))

lP ◦ TL/N ◦ e
∫
T

∫
ZL

εPψω
−k(z)zk−1

p (φνm)||z−1dEdµL =

= lP ◦ TL/N ◦ e
∫
T

φνmdµL
∫
ZL

η(z)z(2k−j−3)/2
p dE

pour j = l + 4m et η = εPψχ−L/J(ϕξωk)−1. Par la dérivation des fonctions
composées et A3 on a

d(µL(φ)) = (L/J)µL(νφ).

En plus, puisque µ est super-singulier, on a µ(φ)|1P = µ(φ) et par les formules

e(fdh) = −e(hdf), e(h(f |1P )) = e(f(h|1P ))

on a donc que la formule devient

(−J/L)mlP ◦ TL/N ◦ e
(
µL(φ)dm

∫
ZL

η(z)z(2k−j−3)/2
p dE

)
. (3.5.2)

On utilise 3.4.3, la deuxième partie de 3.3.6 et la définition de E(2k−j)/2(η) et
on a

(1− η1(b)b(2k−j−1)/2)(−J/L)mlP ◦ TL/N ◦ eH
(
µL(φ)∂m(2k−j)/2E(2k−j)/2(η)

)
Par 1.6.9, si on pose g = H

(
µL(φ)∂m(2k−j)/2E(2k−j)/2(η)

)
et si son niveau est

Lpβ on a donc

H(P )−1(1− η1(b)b(2k−j−1)/2)
−1
L

∫
T

φνmdΦP =
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= a(p, fP )r−βp(β−r)(k−1)

〈
hP |[pβ−r], g|TL/N

〉
Npβ

〈hP , fP 〉Npβ

,

où hP = fcP |k
(

0 −1
Npr 0

)
, avec c la conjugaison complexe. Mais on a

〈
hP |[pβ−r], g|TL/N

〉
Npβ =(L/N)k

〈
hP |[Lpβ−r/N ], g

〉
Lpβ

=(L/N)k(Lpβ−r/N)
−k/2 〈

fcP |τLpβ , g
〉
Lpβ

=(L/N)k/2p−k(β−r)/2
〈
fcP |τLpβ , µL(φ)∂m(2k−j)/2E(2k−j)/2(η)

〉
Lpβ

.

Par la formule suivante

µL(φ) = (L/J)l/4((µ(φ|τJpβ ))|τLpβ ),

la définition de E(2k−l)/2(z, 2k − 2 − 2m − l; η) et le lemme 3.3.5 on a donc, si
0 ≤ 2m < k − (l + 1)/2〈

fcP |τLpβ , µL(φ)∂m(2k−j/2)E(2k−j)/2(η)
〉
Lpβ

=

= D(l+2m, f, µ(φ)|τJpβ )ikΓ(m+1)Γ
(

2m+ l

2

)
2−

j
2−kπ−

j
2−1(Lpβ)

j
4−

k
2 +1
(
L

J

)− l
4

.

Pour terminer, il faut evaluer 〈hP , fP 〉. Si fP est primitive et ψP est non trivial,
on a alors on a hP = (−1)kW (f)fP et donc

〈hP , fP 〉 = (−1)kW (f) 〈fP , fP 〉 .

Sinon, on a fP (z) = f◦P (z) − ψ′ψP (p)pk(P )−1

a(p,fP ) f◦P (pz) et avec le même calcul de
[PR88, Lemma 27] on obtient

〈hP , fp〉Npβ

〈f◦P , f◦P 〉N
= (−1)kW (fP )p(2−k)/2a(p, fP )

(
1− ψ′ψP (p)pk−1

a(p, fP )2

)(
1− ψ′ψP (p)pk−2

a(p, fP )2

)

et on conclut avec les formules pour W (fP ).

Corollaire 3.5.3. Soit θ la mesure arithmétique et super-singulière définie dans
3.4 et η une fonction spherique d’ordre α. Si

0 ≤ 2m < k(P )− l + 1
2
− α et H(P ) 6= 0

on a alors

(1− ψP (ξ1ϕ1)
−1(b)bk(P )−α− l+1

2 −2m)−1S(P )H(P )−1
∫
W×

ηφνmdΦP =

= c(l+2α,m,P )W ′(fP )−1
G(ψP )−1

a(p, fP )−βpβ(
4m+l+2α

4 )D(l + α+ 2m, fP , θ(φη)|τMpβ )

(2πi)2m−1+α+ l−1
2 Ω(P )
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On définit maintenant

L(s, f, χ) =
∏
l

(Dl(χ(l)l−s)),

la fonction L imprimitive associé à le changement de base. On peut l’écrire
comme le produit de Rankin de f et de la série théta θ(χ) = 1

2

∑
n∈Z χ(x)nαqn

2

où α est dans {0, 1}, tel que χ(−1) = (−1)α. Enfait on a [Stu80, Chapter II]∫ ∞

0

(∫ 1

0

fcθ(χ)dx
)
ys/2−1dy = (4π)−s/2Γ(s/2)

∞∑
n=1

χ(n)a(n, f)2

n2s/2−α

et par les formules de la proposition 1.2.8 on a, pour χ pair

L(s, f, χ) = L(2s− 2k − 2, χ2ψ2)
∞∑
n=1

χ(n)a(n, f)2

n2s/2
.

On veut donc spécialiser le corollaire 3.5.3 dans le cas l = 1 pour avoir inter-
polation p-adique pour L(s, f, χ).

Soit Az(X) = (1 +X)log(〈z〉)/ log(u), on peut donc démontrer

Théorème 3.5.4. Dans la notation du théorème 3.5.1, soit ξ un caractère de
Dirichlet modulo Jp de conducteur divisible par J tel que ξ(−1) = 1. Soit D
comme ci-dessous

– D = (X − Y )(A2(X) 〈2〉 −A2(Y )) si ψ1 = ξ1ω et ψξ−1ω−2(2) = ±1 et N
impaire,

– D = (A2(X) 〈2〉 − A2(Y )) si ψξ−1ω−2(2) = ±1 et N impaire mais ψ1 6=
ξ1ω,

– D = X − Y si ψ1 = ξ1ω mais si ψξ−1ω−2(2) 6= ±1 ou N paire,
– D = 1 sinon.

Alors il existe L dans le corps des fractions de Λ ⊗ I tel que, pour tout H
qui annulent C(λ), DHL ∈ Λ⊗̂I et pour (Pn,ε, P ) dans A(Λ) × A(I) tel que
n 6= k(P )− 1 ou ψ2(2) 6= ξ2ω4(2), on a

L(Pn,ε, P ) = c(Pn,ε, P )S(P )−1E(n, ψ′ψP ε−1ξ−1ωn−1)
L(n, f◦P , ψ

′ψP ε
−1ξ−1ωn−1)

Ω(P )(2πi)n−2 ,

où on pose C(εξω−n+1) = Jpδ,

c(Pn,ε, P ) = (n−1)!C(εξω−n+1)
n−1

G(εξω−n+1)N
−k(P )

2 W ′(fP )−1
G(ψP )−1ψ′(p)δ

et S(P ) et E(n, η) comme dans le théorème 3.0.1.

Démonstration. On pose ν la forme quadratique x2 sur Q et on choisit JZ
comme réseau, dans la notation de 3.4 on a donc M = 4J2 et W× = ZJ et
T = Γ. Soit η un caractère de Dirichlet modulo Jpδ

′
de conducteur Cpδ

′′
. On

pose

θJ(η) =
∫
W×

η(w)wαp dθ tel que η(−1) = (−1)α, α = 0, 1,

θC(η) =
1
2

∑
n∈Z

η0(n)nαqn
2
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pour η0 le caractère primitif associé à η. On a la formule suivante

θJ(η) =
∑

t|(Jp/C)

µ(t)η0(t)tαθC(η)|[t2].

Si, comme dans les hypothèses du théorème, C = J , alors on a par le corollaire
3.3.2

θJ(η)|τC2p2δ′ =

−η0(Jp)
−1
2 (−i)αG(η)

(
θC(η−1)− p1+αη−1

0 (p)θC(η−1)|[p2]
)

si δ = 0 et δ′ = 1
(3.5.5)

(−1)α(Jpδ)
−1/2

G(η)θC(η−1) si δ = δ′ > 0.
(3.5.6)

On prend ξ comme dans les hypothèses et Φ comme dans 3.5.3. On veut
calculer ∫

W×
εξω−nwα+2mdΦP ,

pour 0 ≤ n < k(P )− 1, n ≡ α mod 2, n = α+2m, avec 0 ≤ 2m < k(P )−α− 1.
Explicitement, il faut évaluer

D

(
1 + α+ n, fP ,

(∫
W×

ε(〈w〉)〈w〉nξ(w)dθJ

)
|α+1/2τ4J2p2δ′

)
.

Par 3.5.5 et 3.5.6 appliquée à η = εξω−n on a, si p ne divise pas C(εξω−n),

(Jp)
−1
2 (−i)αG(εξω−n)

(
p−na(p, fP )2 − εξω−n(p)

)
×

×(1− (ψPψ′εξωn)(2)222k−4−2n)L(n+ 1, fP , ψ′ψP εξωn
−1).

Si p divise le conducteur, pδ||C(εξω−n), on a alors

(Jpδ)
−1
2 (−i)αG(εξω−n)×

×(1− (ψPψ′εξωn)(2)222k−4−2n)L(n+ 1, fP , ψ′ψP εξωn
−1).

Pour tout φ dans C(Γ;OK), on choisit Ψ dans Λ⊗̂I tel que∫
Γ

φ(w)dΨP =
1
2

∫ ×

W

ξ(w)φ(〈w〉)〈w〉−1dΦP .

On choisit b tel que 〈b〉 = u engendre Γ et on pose

H1 = 1− ψ1ξ
−1
1 ω−1(b)(1 + Y )(1 +X)−1

H2 = 1− (ψξ−1ω−2(2))
2
(〈2〉)−2

A2(Y )2A2(X)−2

L = (H1H2H)−1Ψ.

Puisque (1+X)(Pn,ε) = ε(u)un et Al(X)(Pn,ε) = ε(〈l〉)〈l〉n, on a que L satisfait
les hypothèse du théorème par le corollaire 3.5.3 et puisque H1 n’est pas une
unité si et seulement si ψ1ξ

−1
1 ω−1(b) est 1, qui est équivalent à ψ1 = ξ1ω puisque
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〈b〉 engendre Γ et H2 n’est pas une unité si et seulement si (ψξ−1ω−2(2))2 = 1.
Dans ce cas, on a H2 = (〈2〉A2(X))−2(A2(X) 〈2〉−A2(Y ))(A2(X) 〈2〉+A2(Y ))
et seulement A2(X) 〈2〉 −A2(Y ) n’est pas une unité.
Il faut noter que le facteur E1(Q,P ) interpole le facteur extra qu’on a par l’action
de τ4J2p2δ′ sur la série théta et E2(Q,P ) interpole les facteurs de différence en
p entre L(s, f◦P , η) et L(s, fP , η) ; enfaite si fP n’est pas primitive, alors ψP = 1
et le polynôme de fP est X2 − λP (Tp)X, mais le polynôme de f◦P est

X2 − a(p, f◦P )X + ψ′(p)pk(P )−1,

et on sait que λP (Tp) est la racine de ce polynôme qui est une unité (cfr. la
construction après 1.4.3) et donc l’autre racine est ψ′(p)pk(P )−1/λP (Tp).

Dans le cas ψ1 6= ξ1ω on a que L n’a pas des pôles en X − Y . On peut
améliorer cela avec

Proposition 3.5.7. On a que L est finie en X − Y au moins que ψ′ξ′−1 est
quadratique imaginaire et λ a multiplication complexe par le corps correspondent
à ψ′ξ′−1.

Démonstration. On veut démontrer que pour tout P dansA(Λ) on a que L(P, P )
est nul. Il faut donc évaluer

∫
T
φνmdΦP pour n = k(P ) − 1, ε = εP , 2m =

k − 1− α. On évalue donc 3.5.2 dans ces valeurs, pour la mesure θJ introduite
avant et η = χ−Lψξω

−1 qui est χ−Lψ′ξ′ pour l’hypothèse ψ1 = ξ1ω. On a

lP ◦ TL/N ◦ e
(
θLdm

∫
ZL

ψ′ξ′χ−L(z)z−1
p dE

)
.

Par 3.4.3 et le théorème 2.3.2 on a que∫
ZL

ψ′ξ′χ−L(z)z−1
p dE = 0

si χ−Lψ′ξ′ 6= χn pour un certain n qui divise L (ω est impair, donc ξ′ψ′(−1) =
ψ(−1) = 1 et χ−L(−1) = −1). Soit alors L = x2M pour M sans facteurs carrés,
puisque a(n, θL(φ)) = 0 si n n’est pas de la forme m2L/(4J2). On a alors que

a

(
n, θLdm

∫
ZL

ψ′ξ′χ−L(z)z−1
P dE

)
6= 0

implique que n/t est une norme dans F = Q(
√
M/t), mais puisque λ n’a pas

multiplication complexe, alors il existe l qui reste prime dans F et tel que lP ◦
Tl = alP pour a 6= 0, mais puisque l n’est pas une norme dans F , alors Tl
annulent

(
n, θLdm

∫
ZL
ψ′ξ′χ−L(z)z−1

P dE
)

et alors lP aussi annule l’intégral.

3.6 La preuve

On a défini dans 3.1 les ensembles Σi et Ξ pour une représentation au-
tomorphe π. Maintenant, pour la représentation π(P ) associée à fP , on veut
considérer les ensembles Σi(P ) et Ξ(P ). On peut démontrer que ces ensembles
dépendent seulement de λ et ils sont donc indépendants de P [Hid90, §6] et
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donc on n’écrira pas le point P dans la notation. On introduit donc les facteurs
suivants

E0 =
∏
l∈Σ0

(1 + ψξ−1ω−2(l) 〈l〉−1
Al(Y )/Al(X)),

E1 =
∏

l∈Σ1∪Σ3∪Ξ

(1− ψξ−1ω−2(l) 〈l〉−1
Al(Y )/Al(X)),

E2 =
∏

l∈Σ2∪Σ3

(1 + ψξ−1ω−2(l) 〈l〉−1
Al(Y )/Al(X)),

EΞ =
∏
l∈Ξ

(1− ψ2ξ−1ω−3(l)〈l〉−2
Al(Y )2/(λ(Tl)

2
Al(X)))

E = E0E1E2EΞ.

Il est facile à voir par la proposition 3.1.1 que E est tel que

L(n, fP , ψ′ψP ε−1ξ−1ωn−1) = E(Pn,ε, P )−1L(n, f◦P , ψ
′ψP ε

−1ξ−1ωn−1),

si E(Pn,ε, P ) est non-nul et si 1 ≤ n < k(P ) (qui implique E(Pn,ε, P ) presque
toujours non-null). En fait, dans la notation de la proposition 3.1.1, on a α =
ξωψ−1. Le seul facteur qui a besoin de précision à faire est EΞ ; en fait, il
faut noter que a(l, f◦P )a(l, f◦P ) = l(k(P )−1)/2. On définit donc les facteurs pour
la fonction L(1 − s, π(P ) ⊗ α−1) puisque on aura besoin d’utiliser l’équation
fonctionnelle ensuite.

E′0 =
∏
l∈Σ0

(1 + ψ−1ξω(l)Al(X)/Al(Y )),

E′1 =
∏

l∈Σ1∪Σ3∪Ξ

(1− ψ−1ξω(l)Al(X)/Al(Y )),

E′2 =
∏

l∈Σ2∪Σ3

(1 + ψ−1ξω(l)Al(X)/Al(Y )),

E′Ξ =
∏
l∈Ξ

(1− ξ(l)〈l〉−1
Al(X)/λ(Tl)

2),

E′ =E′0E
′
1E

′
2E

′
Ξ.

On définit donc un élément L = E−1L dans le corps des fractions de Λ ⊗ I
et on pose, pour P dans A(I), EP (Q) = E(Q,P ), LP = L(Q,P ), LP =
LPE−1

P . Par la formule dans le théorème 3.5.4, on a donc trouver une me-
sure généralisée qui interpole, a mois des facteurs en p, la partie algébrique de
L(n, f◦P , ψ

′ψP ε
−1ξ−1ωn−1). Posons donc C = C(ξ) et C ′ = C(ψ′−1

ξ) et on
définit U , qui est une unité dans Λ⊗ I, par

U(X,Y ) =
ψ−1

1 ξ1ε(C ′)G(ψ′−1
ξ) 〈CC ′〉AC′(X)

ξ1(C)G(ξ′)AC(X)AC′(Y )
.

Si ψP est trivial, alors ψ′−1 = εPω
−k(P ) et on a

U(Pn,ε, P ) =
ψ−1

1 ξ1ε(C)G(ψ′−1
ξ)〈C ′〉n−k+1

ξ1ε(C)G(ξ′)〈C〉n−1 .
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Si on pose comme dans [Sch88, Corollary 2.6]

I(m, f◦P , η) =
(
G(η−1)
(2πi)m

)1+α
L(m+ k − 1, f◦P , η)
πk−1 〈f◦P , f◦P 〉

,

pour α = 0, 1 tel que η(−1) = (−1)m+α et 2 − k(P ) ≤ m ≤ 0 si α = 0 et
1 ≤ m ≤ k − 1 si α = 1. Si ψP est trivial, alors on a pour η = ψ′ξ−1ωn−1ε−1

U(Pn,ε, P )LP (Pn,ε) =(−1)k−122k(P )−2N−k(P )/2W ′(fP )−1S(P )−1Γ(n)×

× C(ψ′ξ′−1)
n−k+1

E(Pn,ε, P )I(n− k + 1, f◦P , η).

Toujours dans le cas ψP trivial, on a donc

U(Pn,ε, P )LP (Pn,ε) = (−1)k−122k(P )−2N−k(P )/2W ′(fP )−1S(P )−1µ(εω1−nξxn−k+1),
(3.6.1)

pour µ la mesure définie dans [Sch88, Theorem 5.3] avec λ = ψ′−1ξ et f = f◦P .
Ainsi Schmidt met des hypothèse sur p (qu’il n’existent pas de l tel que 0 <

|1 − ψ′(l)2l2k−2a(l, fP )−4|p < 1), µ est définie dans le corps des fractions des
mesures p-adiques sur Z×p et cette formule est vraie pour presque tout Pn,ε.
Si on pose, dans le cas ψP triviale, pour η = ψ′ξ−1ωn−1ε−1

Ĩ(m, f◦P , η) = Γ(k +m− 1)C(η)m+(m−1)δI(m, f◦P , η), (3.6.2)

C(π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1) = ε(0, π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1)

 G(ψ′−1
ξ′)√

ψ′−1ξ′(−1)C(ψ′−1ξ′)

3

,

M(ψ′ξ′−1) = C(ψ′ξ′−1)−3C(π̂(P )).

On peut donc déduire de l’équation fonctionnelle de L(s, f◦P , η) la formule d’in-
version suivant [Sch88, Proposition 2.7]

Ĩ(m, f◦P , η) = C(π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1)M(ψ′ξ′−1)−mψ′−1
η(M(ψ′ξ′−1))2Γ(1−m)Ĩ(1−m, f◦P , η−1).

(3.6.3)

En substituant 3.6.3 et 3.6.2 dans 3.6.1, on a donc

U(Pn,ε, P )LP (Pn,ε) =W ′(fP )−1S(P )−122k(P )−1N−k(P )/2C(π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1)×

× E(n, η)M(ψ′ξ′−1)−1+k−nψ′
−1
η(M(ψ′ξ′−1))×

× Γ(k − n)Ĩ(k − n, f◦P , η−1).

On a que le deux deuxièmes lignes dépend p-adic méromorphiquement de Pn,ε
et 2NC(π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1) n’est pas divisible par p (ψP est trivial). On peut donc
trouver une unité V (X,Y ) dans Zp[[X,Y ]] tel que

V (Pn,ε, P ) =22k(P )−1N−k(P )/2C(π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1)×

×M(ψ′ξ′−1)−1+k−nψ′
−1
η(M(ψ′ξ′−1))

=2−1ξ1
−1(M(ψ′ξ′−1))C(π̂(P )⊗ ψ′ξ′−1)M(ψ′ξ′−1)

−2
×{

4N1/2M(ψ′ξ′−1)
}k(P ) 〈

M(ψ′ξ′−1)
〉1−n

ε−1(M(ψ′ξ′−1)).
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Essentiellement,

V (X,Y ) = cost×A4N1/2M(ψ′ξ′−1)(Y )AM(ψ′ξ′−1)(X)−1
.

On définit donc L′ = V −1UL et on a donc

L′(Pn,ε, P ) = W ′(fP )−1S(P )−1E(Pn,ε, P )Γ(k − n)Ĩ(k − n, f◦P , η−1).

Si on pose L′P (Q) = L′(Q,P ), alors par [Sch88, Theorem 4.1] il exist une
constante CP,n qui dépende de P et de poids de Q (Schmidt l’appelle γn) tel que,
si ψ′ξ−1 n’est pas quadratique imaginaire avec ψ′ξ−1(−1) = −1 ou ξ1ω 6= ψ1

alors
CP,nE

′
PL

′
P ∈ OK [[X]],

ou sinon
(1− (1 + Y )/(1 +X))CP,nE′PL

′
P ∈ OK [[X]],

où le facteur (1− (1 + Y )/(1 +X)) donne par évaluation dans (Pn,ε, P )

1− uk−nε−1εP (u)

qui doit donner un facteur comme dans [Sch88, Theorem 5.3], mais εP = ψ−1
1 ωk,

ψ1 = ξ1ω et ω(u) = 1 on a alors

1− uk−nε−1ξ−1
1 (u).

On appelle le premier cas Cas I et le deuxième Cas II. On note que

(1− (1 + Y )/(1 +X)) = (X − Y )/(1 +X).

Les facteurs premiers de Ei pour i = 0, 1, 2 sont (1 + X) − z(1 + Y ) pour
z ∈ u−1µp∞ . En fait, pour s tel que 〈l〉 = us on a pour E0

Al(X)− ψξω−2u−sAl(Y ) =
s∏
i=1

(
(1 +X)− ζiu−1(1 + Y )

)
,

pour ζi racine s-ième de l’unité (s est dans pZp). Pour i = 1, 2 on peut voir cela
dans la même façon. Et dans la même façon on voit aussi que les facteurs de E′i
pour i = 0, 1, 2 sont (1 +X)− z(1 + Y ) pour z ∈ µp∞ .
Pour EΞ les facteurs premiers sont 1+X−zλ(Tl)−2/s(1 + Y )

2
où z dans u−2µp∞

et pour E′Ξ ils sont dans Λ

Lemme 3.6.4. Il existe H ′ ∈ I tel que pour le Cas I (resp. Cas II)

H ′E′L′ ∈Λ⊗̂I
(H ′E′L′ ∈(X − Y )Λ⊗̂I).

Démonstration. On prouve seulement cela dans le Cas I, puisque pour le Cas
II la preuve est la même. On écrit l’idéal fractionnaire (E′L′) comme N/D0D1,
avec D0 et D1 deux diviseur de Λ⊗̂I tel que D0 est un idéal dans I et D1 n’a
pas les facteurs de D0. Par la définition de E′, on a que un facteur premier de
D1 est 1 + X − α(Y ) pour α dans I, donc clairement l’image de D1(P ) dans
Λ⊗̂I/P est première avec p pour presque tout P dans A(I). On veut démontrer
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que N(P ) et D1(P ) sont alors premiers entre eux pour presque tout p. Sinon,
le radical de D1 + N contient tout le P dans A(I) et contient donc Λ ⊗ mI ,
pour mI l’idéal maximal de I. Donc (D1 + P )/(Λ⊗ P ) contient une puissance
de p et par ce qu’on a dit avant, il contient aussi un élément premier avec p et
donc tout les idéaux premiers qui le contient on hauteur 2, contradiction. Mais
si N(P ) et D1(P ) sont premiers entre eux pour presque tout P , alors il n’existe
pas CP,n tel que E′PL

′
P soit dans OK [[X]]. On a donc D1 trivial et on peut

choisir H ′ = H comme dans le théorème 3.5.4.

On a donc HL′ = V −1UHL et dans le Cas I on obtient qu’il est dans

E′
−1Λ⊗̂I et E−1D−1Λ⊗̂I,

et dans la Cas II dans

(X − Y )−1
E′

−1Λ⊗̂I et E−1D−1Λ⊗̂I.

Si on démontre que E′ et ED n’ont pas des facteurs communs, on a que HL
est dans Λ⊗̂I (resp. (X − Y )−1Λ⊗̂I). On démontre donc

Lemme 3.6.5. (A2(X)−〈2〉−1
A2(Y ))E et (X−Y )E′0E

′
1E

′
2 sont premiers entre

eux et (A2(X)− 〈2〉−1
A2(Y ))E0E1E2 et E′ sont premiers entre eux.

Démonstration. On commence en supposant que EΞ a un facteur ωK ∈ OK . Ce
veut dire qu’il existe l ∈ Σ tel que

Al(X) ≡ ψ2ξ−1ω−3(l)〈l〉−2
Al(Y )2/λ(Tp)

2 mod ωK .

Puisque le membre à gauche est une série formelle en X et à droite en Y , il faut
que Al(X) ≡ c mod ωK , qu’il est impossible puisque

(
s
n

)
sont une base pour les

fonctions continues sur Zp.
Dans la preuve du théorème 5.1 dans [Sch88], Schmidt démontre que pour tout
P dans A(I) tel que ψP est trivial et fP n’est pas primitive, alors DE0E1E2(P )
et E′0E

′
1E

′
2(P ) sont premiers entre eux.

Suppose que P = (1 +X)−α(Y ) divise EΞ, on veut prouver qu’il ne divise pas
(X − Y )E′0E

′
1E

′
2 ; sinon, on a α(Y ) = z(1 + Y ) pour z dans u−1µp∞ . Il exist

donc l dans Ξ tel que, pour s tel que 〈l〉 = us, on a

zs(1 + Y )s = α(Y )s = ζ 〈l〉Al(Y )λ(Tl)
−2
,

donc λ(Tl)
2 = z−sζ 〈l〉 (1 + Y )s et par évaluation dans P , en prenant le valeur

absolue complexe on a qk(P )−1 = qk(P )−2, contradiction. Dans la même façon
on a la deuxième affirmation.

On a donc le corollaire suivant [Hid90, Corollary 6.3]

Corollaire 3.6.6. On a les propriétés suivantes
– E′Ξ et EΞ n’ont pas des facteurs de la forme (1 + X) − z(1 + Y ) avec z

dans u−1µp∞ et µp∞ , respectivement.
– Les zéros dans A(Λ) de

EΞ(X,P )E0(X,P )E1(X,P )E2(X,P )(A2(P )− 〈2〉−1
A2(P ))

pour k(P ) ≥ 2 ne sont pas des entiers ζun, n < k(P )− 1.
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– Si un facteur de EΞ et E′Ξ n’est pas une unité pour un certain l, alors

ψ−2ξω3(l)λ(Tl)2 ≡ 1 mod mI , et ξ(l)λ(Tl)
2 ≡ 1 mod mI ,

respectivement.

Pour cette lemme, il suffit d’étudier les diviseurs communs de EΞ et E′Ξ.
Pour faire cela, on introduit un peu de notation : soit Ξ = {q1, . . . , qr} et soit
ψi la restriction de ψ à Zqi . Soit 2Ξ l’ensemble des parties de Ξ. Pour J dans
2Ξ, on définit ψJ =

∏
i∈J ψi, λJ = λ⊗ ψ1

J et ξJ = ξψ−2
J . On a que λ et λJ ont

le même conducteur et λJ est encore minimal [Hid90, page 139]. Posons LJ la
fonction L du théorème 3.5.4 pour λJ et ξJ .
Si on définit T = E0E1E2, on pose LJ = T−1HLJ , fP |J la forme modulaire en
P qui appartient à λJ , ΩJ(P ) la période de (la forme primitive associé à) fP |J
et cJ(Pn,ε, P ) dans un façon cohérent avec cette notation et le théorème 3.5.4.
Posons enfin

DJ =
∏
i∈J

(1− ψ2ξ−1ω−3(qi)〈qi〉−2
Aqi(Y )2/(λ(Tqi)

2
Aqi(X))),

D′
J =

∏
i∈J

(1− ξ−1ω−1(qi)λ(Tqi
)2/Aqi

(X)).

On a donc, en écrivant le conducteur de εξω−n+1 comme Jpδ

D−1
J L∅

D′
J
−1LJ

(Pn,ε, P ) =
ψ′ψ−2

J (p)δa(p, fP |J)2δc∅(Pn,ε, P )ΩJ(P )
ψ′(p)δa(p, fP |J)2δcJ(Pn,ε, P )Ω∅(P )

=
G(ξ′)W ′(fP |J)ΩJ(P )
G(ξ′ψ−2

J )W ′(fP )Ω∅(P )
.

Pour justifier ces formules, on note que D′
J(Pn,ε, P ) cöıncide avec les facteurs

en J de L∅(Pn,ε, P ) et DJ cöıncide avec les facteurs en J de LJ(Pn,ε, P ). Tout
les deux ont le même caractère ψψ′ε−1ξ−1ωn−1 (le caractère de λJ est ψ tordu
par ψ−2

J , qui est compensé par ξJ). Puisque a(p, fP ) = ψJ(p)a(p, fP |J) (cfr.
théorème 1.6.5) on a que les facteurs E2 et S ne changent, mais E1 change et
il donne la première partie de la fraction. La deuxième formule est obtenue en
explicitant c(Pn,ε, P ) et par la formule sur les sommes da Gauss

G(εξJω1−n) = G(ξ′ψ−2
J )G(εξ1ω1−n)ξ′ψ−2

J (pδ)εξ1ω1−n(J).

On a donc que cette fraction ne dépende pas de X et il est un’unité dans Λ⊗̂K.
Pour A et B dans Λ⊗̂I, on dit A ≈ B si A/B est une unité dans Λ⊗̂K. On a donc
en appliquant le relation précèdent, si I et J sont disjoints,D−1

J LI ≈ D′
J
−1
LI∪J .

Par ce qu’on a dit avant les lemmes, un diviseur de Di est

(1 +X)− u−2ζ(1 + Y )2/(λi(Tqi
))2/s

et un diviseur de D′
i est

(1 +X)− ζ(λi(Tqi
))2/s.

Un facteur en commun doit être

(1 +X)− ζu−1(1 + Y ),
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et soit P l’ensemble de ces facteurs pour tout ζ dans µp∞ . Puisque D−1
i LJ ≈

D′
J
−1
LJ∪i, alors on a que les seuls pôles de D−1

i LJ sont dans P∪ (X − Y ). En
particulier, cela est vrai pour D{i,j}L∅ puisque cela est vrai pour DiL∅ et pour
DiLj et

D−1
{i,j}L∅ ≈ Dj

−1D−1
i L∅ ≈ D′

j
−1
D−1
i Lj .

Suppons par recurannce que D−1
J LI a singularités seulement dans P (si on est

dans le Cas I) ou dans P ∪ (X − Y ) (si on est dans le Cas II) pour tout J de
cardinalité plus petite que n et I disjoint de J , on va prouver que alors que
D−1
J∪iLI a singularité dans P ou P ∪ (X − Y ). Mais on a

D−1
J∪iLI ≈ D

−1
J LI ≈ D′

i
−1
D−1
J LI∪i,

et donc les pôles de D−1
J∪iLI sont dans l’ensemble des pôles de D−1

J LI∪i et
D−1
J LI , qui par l’hypothèse de récurrence sont dans P ou P ∪ (X − Y ).

On a donc prouver que HL = DΞL∅ peut avoir des pôles seulement dans P
dans le Cas I, mais cela est impossible par la première proposition du corollaire
3.6.6. Dans la même façon on a que le seul pôle de HL dans le Cas II peut être
X − Y , mais par la proposition 3.5.7 on voit que cela est impossible.
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Annexe A

Cohomologie

Ici, on veut surtout introduire la notation et les théorèmes qu’on utilise dans
2.4. La référence principale est [Hid93]. SoitX une surface de Riemann compacte
et connexe, S un ensemble fini de points de X et Y = X \ S. Soit Γ le groupe
fondamental de Y , R un anneau et M un module pour l’algèbre de groupe R[Γ].
On définit les groupes de cohomologie Hi(Γ,M) comme Exti(R,M) dans la
catégorie de R[Γ]-modules. Si on pose

Fq =
q⊗
R

R[Γ], Ci(Γ,M) =
{
f : Γi →M

}
alors on a que Rq constituent une résolution libre de R comme R[Γ]-module
et Ci(Γ,M) ∼= HomR[Γ](Fi,M). Soient ∂i : Ci → Ci+1 les flèches induites par
les flèches de la résolution libre. On a ∂0(m)(γ) = (γ − 1)m et ∂1(u)(γ1, γ2) =
γ1u(γ2)− u(γ1γ2) + u(γ1). Posons

Zi(Γ,M) = Ker(∂i) Bi(Γ,M) = Im(∂i−1).

On appelle les éléments de Zi(Γ,M) i-cocycles et de Bi(Γ,M) i-cobords. On a
donc

Hi(Γ,M) = Zi(Γ,M)/Bi(Γ,M).

Un 1-cobord est donc une fonction u : Γ→M tel que u(γ1γ2) = γ1u(γ2)+u(γ1)
et un 1-cobord est une fonction u : Γ → M tel que u(γ) = (γ − 1)x pour
un x dans M . Pour tout s dans S, soit πs l’élément qui correspond à un tour
anti-horaire autour de s, Γs = {πms |m ∈ Z} et P =

{
γ−1πsγ|γ ∈ Γ, s ∈ S

}
.

Définissons les 1-cocycles et 2-cobords paraboliques

Z1
P (Γ,M) =

{
u ∈ Z1(Γ,M)|u(π) ∈ (π − 1)M pour tout π ∈ P

}
B2
P (Γ,M) =

{
∂u|u ∈ C1(Γ,M) tel que u(π) ∈ (π − 1)M pour tout π ∈ P

}
.

Essentiellement, ils sont cocycles (ou cobords) si on se restreint à P . On définit
donc

H1
P (Γ,M) = Z1

P (Γ,M)/B1(Γ,M), H1
P (Γ,M) = Z2(Γ,M)/B2

P (Γ,M)

et on a la suite exacte

0→ H1
P (Γ,M)→ H1(Γ,M)→

⊕
s∈Γ\P

H1(Γs,M)
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puisque si on a la condition de cocycle sur π, on l’a sur touts ses conjugués. On
a une description plus géométrique de la cohomologie. Soit Y0 la surface qu’on
obtient en enlevant des petits disque qui ne se touchent pas, autour chaque s
dans S. Soit H le revêtement universel de Y et H0 l’image inverse de Y0. On
choisit un complexe simplicial K de H0 tel que

1. Tout les éléments de Γ induit une fonction de simplexes de K dans lui-
même.

2. Pour tout s dans S, le bord des disques qu’ont à enlevé sont une 1-châıne
ts.

3. Il existe un domaine fondamental Φ0 in H0 dont la clôture a un nombre
fini de simplexes.

Il suffit de trouver cela sur Y0 et puis le bouger sur H0 par Γ. On considérer donc
les R-modules libres Ai engendrés par les i-châınes de K, qui forment un com-
plexe par la projection ∂ sur le bord. On applique le foncteur HomR[Γ](−,M) à ce
complexe et on considère ses groupes de cohomologieHi(K,M) = Zi(K,M)/Bi(K,M).
On définit

Z1
P (K,M) =

{
u ∈ Z1(K,M)|u(ts) ∈ (π − 1)M pour tout s ∈ S

}
B2
P (K,M) =

{
∂u|u ∈ C1(Γ,M) tel que u(ts) ∈ (π − 1)M pour tout s ∈ S

}
.

On définit donc

H1
P (K,M) = Z1

P (K,M)/B1(K,M), H1
P (K,M) = Z2(K,M)/B2

P (K,M).

On a le théorème suivant, du à Shimura [Hid93, Appendix, Proposition 1].

Proposition A.0.1. Pour H, Y , K et S comme avant on a des isomorphismes

Hi
∗(K,M) ∼= Hi

∗(Γ,M)

où ∗ indique ou la cohomologie standard, ou la cohomologie parabolique.

Soit S0 un sous-ensemble de S, T la réunion disjointe de ts dans Y , pour s
dans S0 et KT le sous-complexe engendré par les translation de T par Γ. Soit
ATi l’R-module libre engendré par les i-simplexe de KT = K/KT . On définit
Hi
S0

(Γ,M) comme l’i-ième groupe de cohomologie de ATi . Si S0 = S, alors on
pose Hi

c(Γ,M) = Hi
S0

(Γ,M), la cohomologie à support compact.

Proposition A.0.2. On a la suite exacte longe suivante

0 → H0
S0

(Γ,M) → H0(Γ,M) →
⊕

s∈S0
H0(Γs,M) →

→ H1
S0

(Γ,M) → H1(Γ,M) →
⊕

s∈S0
H1(Γs,M) →

→ H2
S0

(Γ,M) → H2(Γ,M) → 0.

On définit pourM le faisceau de fonctions de Y versM localement constantes
qu’on appelle M . Si on considère, pour un faisceau F localement constant, qui a
valeurs dans un C espace vectoriel de dimension finie, le faisceau ArF de r-formes
différentielle C∞ a valeurs dans F , on peut définir la cohomologie de De Rham
Hi
DR(Y, F ) comme la cohomologie du complexe

0→ A1
F (Y )→ A2

F (Y )→ A3
F (Y )→ · · · .
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Théorème A.0.3. On a Hi
DR(Y, F ) ∼= Hi(Y, F ).

On peut aussi considérer la compactification de Y0 dans X, qui est différente
de X, puisque X a des points au cusps, mais Y S a des petits cercles. On
définit Y S−S0 comme Y S moins les cercles autour des points de S0. Soient
Hi(Y S−S0 ,M) les groupes de cohomologie correspondants au foncteur de sec-
tions globales et Hi

c(Y
S−S0 ,M) au foncteur de sections globales à support com-

pact. On a

Proposition A.0.4. On a, pour touts S0 dans S, des isomorphismes canonique

Hi
c(Y

S−S0 ,M) ∼= Hi
S0

(Γ,M), Hi(Y,M) ∼= Hi(Γ,M).

Corollaire A.0.5. On a une suite exacte longue

0 → H0
c (Y

S−S0 ,M) → H0(Y,M) →
⊕

s∈S0
H0
S0

(∂Ys,M) →
→ H1

c (Y
S−S0 ,M) → H1(Y,M) →

⊕
s∈S0

H1(∂Ys,M) →
→ H2

c (Y
S−S0 ,M) → H1(Y,M) → 0.
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laire et à un corps quadratique imaginaire. Journal of the London
Mathematical Society, 2(1) :1–32, 1988.

[PS79a] I. I. Piatetski-Shapiro. Classical and adelic automorphic forms. An in-
troduction. In Automorphic forms, representations and L-functions
(Proc. Sympos. Pure Math., Oregon State Univ., Corvallis, Ore.,
1977), Part 1, Proc. Sympos. Pure Math., XXXIII, pages 185–188.
Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1979.

[PS79b] I. I. Piatetski-Shapiro. Multiplicity one theorems. In Automorphic
forms, representations and L-functions (Proc. Sympos. Pure Math.,
Oregon State Univ., Corvallis, Ore., 1977), Part 1, Proc. Sympos.
Pure Math., XXXIII, pages 209–212. Amer. Math. Soc., Providence,
R.I., 1979.

[Sch88] C.-G. Schmidt. p-adic measures attached to automorphic representa-
tions of GL(3). Invent. Math., 92(3) :597–631, 1988.

[Ser95] Jean-Pierre Serre. Classes des corps cyclotomiques (d’après K. Iwa-
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