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Introduction

Dans ce mémoire, on présente une minoration de hauteurs pour les points semi-
stables par rapport à des actions de groupes linéaires. Il s’agit d’un point de contact
entre deux grandes théories de la géométrie algébrique d’aujourd’hui : la théorie
géométrique des invariants et la géométrie arithmétique (dans ce cas, la géométrie
d’Arakelov).

La première a été développée par Mumford au début des années soixante, en
combinant des constructions algébriques et géométriques remontant aux mathéma-
ticiens du XIX-ème siècle avec les techniques les plus modernes de la géométrie al-
gébrique à la Grothendieck. Elle a conduit à des progrès considérables dans l’étude
des variétés projectives, notamment par la construction d’espaces de modules.

La deuxième a été introduite par Arakelov dans ses articles des années ’74-’75 et
ensuite développée par plusieurs auteurs. L’idée fondamentale est celle compléter
l’analogie en géométrie arithmétique entre la “situation géométrique” (au-dessus
d’un corps des fonctions d’une courbe projective lisse) et la “situation arithméti-
que” (au-dessus d’un corps de nombres) en prenant en compte les places archimé-
diennes des corps de nombres, en faisant intervenir des constructions de géométrie
complexe hermitienne. Le concept d’hauteur – qui est centrale en plusieurs preuves
de géométrie diophantienne (par exemple le théorème de Mordell-Weil et les théo-
rèmes de Siegel en approximation diophatienne) – se place de façon naturelle, et
en généralité suffisante pour les applications, en géométrie d’Arakelov.

La minoration qu’on présente dans ce mémoire poursuit cette philosophie.
Soient π : P(E ) → C un fibré en espaces projectifs sur une courbe projective
lisse et X ⊂ P(E ) une sous-variété de dimension d, plate sur C . En étendant
des travaux antérieurs de Mumford and Viehweg, Cornalba et Harris [CH88] ont
prouvé que si le point de Hilbert de la fibre générique Xη ⊂ P(Eη) est semi-stable,
alors le nombre d’intersection c1(OE (1))d · [X] satisfait une minoration non triviale
en terme du degré deg E du fibré vectoriel E sur C et du degré de la variété Xη.
Bost dans [Bos94] travaille avec des cycles effectifs plutôt que des sous-variétés et
il remplace le point de Hilbert par le point de Chow : de cette façon il peut utiliser
systématiquement la théorie d’intersection. Il en résulte un approche plus direct à
la minoration et, en utilisant a théorie d’intersection arithmétique, il est capable
d’en prouver un analogue arithmétique. L’argument de Bost est divisé en deux
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pas : dans le premier il lie le nombre d’intersection ci-dessus du cycle à la hauteur
de la forme de Chow et dans le deuxième, en utilisant l’hypothèse de semi-stabilité
de la forme de Chow, il montre qu’elle a hauteur majorée. Gasbarri dans [Gas00],
finalement, note que ce dernier argument depend seulement du fait que la forme
de Chow est un point semi-stable pour une certaine action et le généralise à des
représentations spéciales (homogène d’un certain degré).

Le mémoire est structuré de la façon suivante : dans les deux premiers chapitres
on fait des rappels respectivement sur la théorie géométrique des invariants et sur
les concepts de base de géométrie d’Arakelov et de théorie des hauteurs qu’on utilise
dans la suite. Le troisième chapitre est dédié à la preuve des minorations : après
des rappels sur les schémas en groupes linéaires, on introduit les représentations
homogènes et on donne la démonstration de la minoration de hauteurs dans le cas
géométrique. En suite, on apporte les modifications nécessaires – substantiellement
les représentations compactifiées – pour adapter la preuve dans le cas arithmétique.
Dans le cadre arithmétique, on preuve aussi une réciproque de la minoration. Dans
le quatrième chapitre on donne un exemple, suggéré par Bost, d’application de ce
résultat à la géométrie diophantienne : on va déduire, de la minoration dans sa
version arithmétique, l’inégalité de Liouville pour les nombres algébriques. Enfin,
en appendice, on prouve une version des critères valuatifs de séparation et propreté
pour les schémas de type fini sur un corps, qui précise les versions disponibles dans
la littérature.

Introduction
In this master thesis, we will introduce a lower bounds of heights of semi-stable

points with respect to actions of linear groups. It is, actually, a first link between
two relevant fields of nowadays algebraic geometry : namely, geometric invariant
theory and arithmetic geometry (in this case, Arakelov geometry).

The first one has been developed by Mumford at the beginning of the sixties,
combining constructions stemming back to mathematicians of XIX-th century with
the most recent techniques in algebraic geometry “à la Grothendieck”. It permit-
ted notable progresses in the study of projective varieties, overall by constructing
moduli spaces.

The second one has been introduced by Arakelov in his articles of ’74-’75 and
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then developed by many authors. The fundamental idea is to stress the analogy in
arithmetic geometry between the “geometric situation” (over a function field of a
smooth projective curve) and the “arithmetic situation” (over a number field) by
taking account of the archimedean places of number fields, and making construc-
tion of hermitien complex geometry. The concept of height – crucial in many proofs
in diophantine geometry (e.g. the proof of Mordell’s conjecture) – finds in Arakelov
geometry its right framework, within the generality required by the applications.

The lower bound we shall introduce pursues this philosophy. Let π : P(E )→ C

be a projective bundle over a smooth projective curve and X ⊂ P(E ) a subvariety
of dimension d, flat over C . Extending earlier work of Mumford and Viewheg,
Cornalba and Harris [CH88] proved that if the Hilbert point of the generic fiber
Xη ⊂ P(Eη) is semistable, then the intersection number c1(OE (1))d · [X] satisfies a
non-trivial lower bound in terms of the degree deg E of the vector bundle E on C

and of the degree of the subvariety Xη. Bost in [Bos94] works with effective cycles
instead of subvarieties and he replaces the Hilbert point by the Chow point : in
this way he can use systematically intersection theory. He earns from it a more
direct approach to the lower bound and, using arithmetic intersection theory, he’s
able to prove an arithmetic analogue. Bost’s argument is mainly divided in two
steps : in the first part, he links the above intersection number to the height of
the Chow form and in the second one, using the hypothesis of semistability of
the Chow forms, he proves the lower bound of the height. Gasbarri in [Gas00]
points out that this last argument only depends on the fact that the Chow form is
semi-stable with respect to a certain action and he generalizes it to some special
representations (i.e. homogeneous representations of some degree).

The thesis is structured as follows : in the first two chapters, we briefly recall
some topics in geometric invariant theory and some basics concepts in Arakelov
geometry and height theory. The third chapter is devoted to the proof of the lower
bound : after recalling some facts on linear group schemes, we define homogeneous
representations and we give the proof in the geometric case. Then, we introduce
the needed modifications – substantially compactified representations – to adapt
the proof in the arithmetic case. We also prove a converse for the lower bound
in the arithmetic case. In the fourth chapter we give an example, suggested by
Bost, of an application of this result to diophantine geomtry : we deduce, from the
lower bound in the arithmetic case, Liouville’s inequality for algebraic numbers.
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Lastly, in appendix, we prove a version of the valuative criterions of separatedness
and properness for schemes of finite type over a field, that specifies the versions
availables in the literature.
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Chapitre 1

Géométrie

1.1 Théorie Géométrique des Invariants
Dans cette section on fait un bref rappel sur la théorie géométrique des in-

variants. Le sujet étant classique, il est traité amplement dans la litterature. Ce-
pendant, on ne peut pas ne pas citer les œuvres vastes et approfondies de David
Mumford : notamment [GIT], [MS72] et [Mum77]. On conseil aussi l’article de
Seshadri [Ses77] pour la construction des quotients sur une base arbitraire et les
livres (propédeutiques au livre de Mumford) de Dolgachev [Dol03] et Newstead
[New78].

1.1.1 Définitions catégoriques

Soit C une catégorie admettant des produits fibrés.

Définition 1.1.1. Soit C une catégorie et S un objet de C . Un S-objet en groupes
est la donnée de un S-objet π : G→ S et d’une factorisation à travers le foncteur
oublie F : Grp→ Set du foncteur point C /S → Set, T 7→ G(T ) := HomC /S(T,G)
(C /S désigne la catégorie des S-objets), disons G(−) = F ◦ϕG, avec ϕG : C /S →
Grp. Dans la suite, avec un abuse de notation, on écrira G(T ) au place de ϕG(T ).

Soient G et H deux S-objets en groupes, alors un morphisme de S-objet en
groupes est un morphisme de S-objet f : G → H tel que, pour tout S-objet
T , f(T ) : G(T ) → H(T ) soit un morphisme de groupes (plus précisément la
transformation naturelle f(−) induite entre les foncteurs points doit se factoriser
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2 Chapitre 1. Géométrie

à travers une transformation naturelle η : ϕG → ϕH).

Si G est un S-objet en groupes, par le lemme de Yoneda, il existe des S-
morphismes µ : G ×S G → G, inv : G → G et e : S → G qui satisfont aux
propriétés suivantes :

– Associativité : le diagramme suivante commute

G×S G×S G
idG×µ //

µ×idG
��

G×S G
µ

��
G×S G

µ // G

– Identité : les flèches composées

G ∼−→ S ×S G
e×idG−−−→ G×S G

µ−→ G

G ∼−→ G×S S
idG×e−−−→ G×S G

µ−→ G

sont toutes deux égales à idG.

– Inverse : les flèches composées G
∆ // G×S G

idG× inv//

inv× idG
// G×S G

µ // G sont

toutes deux égales à e ◦ π (∆ est la diagonale).

Définition 1.1.2. Soit C une catégorie, S un objet de C . On dit que un S-objet
en groupes G agit sur un S-objet X si pour tout S-objet T , G(T ) agit sur X(T )
de façon fonctorielle.

Encore par le lemme de Yoneda, on voit qu’il existe un morphisme σ : G×SX →
X tel que :

– le diagramme suivant commute :

G×S G×S X
idG×σ //

µ×idG
��

G×S X
σ

��
G×S X σ // X

– la flèche composée X ∼−→ S ×S X
e×idX−−−→ G×S X

σ−→ X est égale à idX .

Définition 1.1.3. Si T est un S-objet et x : T → X un T -point de X, on définit
le morphisme ψx : G ×S T → X ×S T comme le morphisme (σ ◦ (idG×x), q), où
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q : G ×S X → X est la deuxième projection. On définit le stabilisateur S(x) du
T -point x comme le produit fibré suivant :

S(x) //

��

T

(x,idT )
��

G×S T
ψx // X ×S T

C’est facile à voir que le stabilisateur S(x) est un T -objet en groupes qui est
un sous-groupe de G : en effet, pour un T -objet T ′, les T ′-points de S(x) sont les
éléments g de G(T ′) tels que g ·xT ′ = xT ′ , où xT ′ est le point x vu comme T ′-point.

Définition 1.1.4. Supposons d’avoir une action σ d’un S-objet groupes G sur
un S-objet X. On dit qu’une couple (Y, ϕ) avec Y un S-objet et ϕ : X → Y un
morphisme est un quotient catégorique si

1. le diagramme
G×S X σ //

q

��

X

ϕ

��
X

ϕ // Y

commute, où q : G×S X → X est la deuxième projection ;

2. pour tout (Z, ψ) satisfaisant 1, il existe un unique S-morphisme ϑ : Y → Z

telle que ψ = ϑ ◦ ϕ.

En autres termes un quotient catégorique est le coégualisateur des morphismes
σ, q : G×SX → X et, en particulier, il est unique à un unique isomorphisme près.

1.1.2 Définitions géométriques
On va se placer dans le cadre géométrique en considérant, au place simplement

d’une catégorie C admettant des produit fibrés, la catégorie (Sch /S) de S-schémas
sur un fixé schéma de base S.

Définition 1.1.5. Dans la même notation de la définition 1.1.3, on appelle l’orbite
de x, et désigne par G · x, l’image en X ×S T du morphisme ψx.

Définition 1.1.6. On dit que l’action d’un S-schéma en groupes sur un S-schéma
X est fermée si pour tout point géométrique x (définit sur un corps algébriquement



4 Chapitre 1. Géométrie

clos Ω) l’orbite G · x ⊂ X ×S Spec Ω est fermée.

Remarque 1.1.7. Soit S un schéma et π : X → S un S-schéma. Si f est une
section globale de OX , alors elle correspond à un S-morphisme X → A1

S qu’on
appelle encore f . Si T est un S-schéma e x ∈ X(T ), on définit f(x) := f ◦ x ∈
A1
S(T ) = OT (T ).
Notons que si f appartient à l’image de π∗ : Γ(S,OS) → Γ(X,OX), alors f

est constant, i.e. f(x) = f(y) pour tout S-schéma T et x, y ∈ X(T ) . En plus,
f, g ∈ Γ(X,OX) sont égaux si et seulement si f(x) = g(x) pour tout S-schéma T
et x ∈ X(T ).

Définition 1.1.8. Soit S un schéma, X un schéma sur S, G un schéma en groupes
sur S avec une action σ : G×S X → X. On dit que f ∈ Γ(X,OX) est G-invariant
si f(g · x) = f(x) pour tout S-schéma T , g ∈ G(T ) et x ∈ X(T ).

Lemme 1.1.9. Soit S un schéma, X un schéma sur S, G un schéma en groupes
sur S avec une action σ : G×S X → X. Alors f ∈ Γ(X,OX) est G-invariant si et
seulement si le diagramme commute :

G×S X σ //

q

��

X

f
��

X
f // A1

S

où q : G×S X → X est la deuxième projection.

Démonstration. Supposons d’abord que f soit G-invariant. Prenons T = G×S X,
p ∈ G(T ) la première projection et q, comme dans l’enoncé, la deuxième. Le point
p · q := σ(p, q) est σ ∈ X(T ), alors f(p · q) = f(q) implique, par définition, la
commutativité du diagramme.

D’autre part, soient T un S-schéma, g ∈ G(T ) et x ∈ X(T ). Or, le diagramme
dit exactement que f(g · x) = f(x).

Si σ] : OX → σ∗OG×SX et q] : OX → q∗OG×SX sont les morphismes associés
respectivement à σ et q, le lemme ci-dessus affirme que f est G-invariant si et
seulement si σ](f) = q](f).

Il est clair, par définition, que les constantes sont toujours G-invariantes et
que si f, f ′ sont G-invariants, alors f + f ′ et f · f ′ sont G-invariants : les sections
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globales de OX forment qui sont G-invariantes, donc, une OS(S) sous-algèbre de
OX(X).

Définition 1.1.10. On appelle telle sous-algèbre l’algèbre des invariantes de OX(X)
et on la désigne par OX(X)G.

On n’a donné la définition que pour les sections globales, mais cette définition
nous donne la notion de sectionG-invariante sur chaque ouvertG-invariant U ⊂ X,
i.e. tel que l’action G×S X → X se restreint à G×S U → U .

Dans le cas affine, qui est de premier intérêt, la formation des invariants com-
mute au changement de base plat :

Proposition 1.1.11. Soit S = SpecR, X = SpecA un schéma affine sur S et
G = SpecB un schéma en groupes affine sur S avec une action sur X. Alors pour
tout S ′ = SpecR′ plat sur R, on a

AG ⊗R R′ = (A⊗R R′)G×SS
′
.

Démonstration. D’après ce qu’on vient de dire, on a que AG est l’égualisateur des
morphismes σ], q] : A→ B ⊗R A, i.e. la sequence

0→ AG → A
σ]−q]−−−→ B ⊗R A

est exacte. On obtient le résultat en tensorisant par R′.

On passe, finalement, aux notions géométriques de quotient.

Définition 1.1.12. Supposons s’avoir donnée une action σ d’un S-schéma en
groupes G sur un S-schéma X. On dit qu’une couple (Y, ϕ) formée par S-schéma
Y et un S-morphisme ϕ : X → Y est un quotient géométrique si :

1. ϕ est un G-morphisme lorsque Y est muni de l’action triviale de G, i.e.
ϕ ◦ σ = ϕ ◦ q ;

2. ϕ est surjective et l’image de ψidX = (σ, q) : G×SX → X×SX est X×Y X ;

3. ϕ est submersive, i.e. V ⊂ Y est ouvert si et seulement si ϕ−1(V ) est ouvert ;

4. si V ⊂ Y est ouvert, alors ϕ]V : OY (V ) → OX(ϕ−1(V )) induit un isomor-
phisme de OY (V ) dans OX(ϕ−1(V ))G (ϕ−1(V ) est un ouvert G-invariant de
X).
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Définition 1.1.13. Supposons de s’avoir une action σ d’un S-schéma en groupes
G sur un S-schéma X. On dit qu’une couple (Y, ϕ) comme ci-dessus est un quo-
tient catégorique universel (resp. quotient géométrique universel) si, pour tout mor-
phisme Y ′ → Y , on a que (Y ′, ϕ′), où ϕ′ := ϕY ′ : X ×Y Y ′ → Y ′, est un quotient
catégorique (resp. géométrique).

Si cela a lieu seulement pour les changements de base plats Y ′ → Y , on dit que
(Y, ϕ) est un quotient catégorique uniforme (resp. quotient géométrique uniforme).

Proposition 1.1.14. Soit σ une action de G sur X et on suppose qu’il existe un
quotient géométrique (Y, ϕ). Alors (Y, ϕ) est un quotient catégorique, donc il est
unique à un unique isomorphisme près.

Pour la démonstration et d’autres relations entre les notions de quotient, on
renvoie à [GIT, section 0.2].

1.1.3 Actions de groupes algébriques

Définition 1.1.15. Soit k un corps. Un groupe algébrique G sur k est un schéma
en groupes de type fini et lisse sur k. Un groupe algébrique G est dit linéaire s’il
est isomorphe à un sous-groupe fermé de GL(V ) avec V un espace vectoriel de
dimension finie sur k. Soit V un espace vectoriel sur k, alors une action rationnelle
de G sur V est un morphisme G→ GL(V ) de k-schémas en groupes.

Remarque 1.1.16. Soit G un groupe linéaire algébrique, alors il existe un unique
sous-groupe distingué connexe résoluble maximal qu’on appelle le radical.

Définition 1.1.17. Soit G un groupe linéaire algébrique sur un corps algébrique-
ment clos k et supposons qu’il soit connex. On dit que G est

– réductif si le radical est un tore ;
– linéarment réductif (resp. géométriquement réductif ) si pour toute action
rationnelle de G sur un espace vectoriel V et tout v ∈ V non nul fixé par
cette action, il existe f ∈ Symk(V ) G-invariant homogène de degré 1 (resp.
homogène) tel que f(v) 6= 0.

Remarque 1.1.18. Évidemment la réductivité linéaire implique la réductivité
géométrique. On peut montrer qu’un groupe géométriquement réductif est réductif
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et en caractéristique 0 un théorème de Weyl affirme que tout groupe réductif est
linéairement réductif (et donc en caractéristique 0 les trois notions coïncident).
En caractéristique p il n’y a pas beaucoup des groupes linéairement réductifs :
GL(n, k),SL(n, k) et PGL(n, k) ne sont pas linéairement réductifs si char k = p

et n ≥ 2. Dans la première version de [GIT], Mumford a conjecturé que tout
groupe réductif est géométriquement réductif, ce qui a été prouvé par Haboush
[Hab75]. Une preuve indépendente de ce fait par les groupes GL(n, k) et SL(n, k)
a été donnée par Formanek et Procesi dans [FP76].

Exemple 1.1.19. Sur C, si G est un groupe algébrique affine qui contient un sous-
groupe K compact pour la topologie complexe et dense dans G pour la topologie
de Zariski, alors G est géométriquement réductif.

Définition 1.1.20. Soit S un schéma et G un S-schéma en groupes. On dit que
G est réductif si

– G est affine et lisse sur S ;
– pour tout point géométrique s → S, Gs est connexe et il est un groupe
réductif.

Dans la suite on se bornera au cas S = Spec k, où k est un corps non nécés-
sairement algébriquement clos. Les théorèmes qu’on va énoncer valent la plus part
des cas sur une base S avec des hypothèses supplémentaires (par exemple, affine
et de type fini sur un anneau universellement japonais). Le démonstration peuvent
être trouvée dans [Ses77].

1.1.4 Quotients affines

Théorème 1.1.21 ([GIT, Theorem 1.1]). Soient X un schéma affine sur un corps
k, G un groupe algébrique réductif et σ : G ×k X → X une action de G sur
X. Alors il existe un quotient catégorique uniforme (Y, ϕ), ϕ est universellement
submersive et Y est un schéma affine.

En plus, si X est de type fini sur k, alors aussi Y l’est.
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1.1.5 Linéarisation de faisceaux inversibles
Définition 1.1.22. Soit X un S-schéma, L un faisceau invertible sur X et G un
S-schéma un groupes muni d’une action σ : G×S X → X. Un G-linéarisation de
L est un isomorphisme ϕ : σ∗L → q∗L tel que le diagramme suivant commute

[σ ◦ (idG×σ)]∗L (idG×σ)∗ϕ // [q ◦ (idG×σ)]∗L
p∗23ϕ

��
[σ ◦ (µ× idX)]∗L (µ×idX)∗ϕ // [q ◦ (µ× idX)]∗L

où q : G×S X → X est la deuxième projection et p23 : G×S G×S X → G×S X
la projection sur le deuxième et troisième facteur.

Remarquons que p∗23ϕ : [σ ◦ p23]∗L → [q ◦ p23]∗L , mais q ◦ (idG×σ) = σ ◦ p23

et q ◦ (µ× idX) = q ◦ p23 et donc il a sens considerer le diagramme ci-dessus.
On peut montrer que une G-linéarisation de L correspond à l’existence d’une

action Σ : G×S V(L )→ V(L ) telle que le cube suivant commute

G×S G×S V(L )

idG× idG×π

��

idG×Σ //

��

Σ×idG

uullllllllllllll
G×S V(L )

Σ

wwnnnnnnnnnnnn

idG×π

��

G×S V(L ) Σ //

idG×π

��

V(L )

π

��

G×S G×S X
idG×σ //

σ×idG

uukkkkkkkkkkkkkkk
G×S X

σ

vvnnnnnnnnnnnnnnn

G×S X σ // X

où π : V(L )→ X est le morphisme structural. Une G-linéarisation est importante
car nous permet de parler de sections invariantes du faisceau inversible L .

Définition 1.1.23. Soit X un S-schéma, G un S-schéma un groupes muni d’une
action σ : G ×S X → X et L un faisceau invertible sur X qui admet une G-
linéarisation ϕ. Alors no dit que ` ∈ Γ(X,L ), est G-invariante si ϕ(σ∗(`)) = q∗(`)
(où, comme avant, q : G×S X → X désigne la deuxième projection).

Notons que si L est G-linéarisé alors L ⊗n est G-linéarisé par ϕ⊗n et donc il a
encore sens parler de l’invariance des sections de L ⊗n.
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1.1.6 Quotients projectifs
Définition 1.1.24. Soit k un corps, X un schéma de type fini sur k, G un groupe
algébrique et L un faisceau inversible G-linéarisé par ϕ. Soit x un point géomé-
trique de X, i.e. x ∈ X(k) pour une clôture algébrique k de k. On dit que :

– x est semi-stable s’il existe une section f ∈ Γ(X,L ⊗n) G-invariante, telle
que f(x) 6= 0 et Xf soit affine ;

– x est stable s’il existe f comme ci-dessus tel que de plus l’action sur Xf soit
fermée et dimG · y = dimG pour tout y ∈ Xf .

Une clôture algébrique k de k étant fixée, notons que l’ensemble des points
semi-stables (resp. stables) est l’ensemble des points géométriques d’un ouvert
Xss(L ) (resp. Xs(L )) de X.

Théorème 1.1.25 ([GIT, Theorem 1.10]). Soit X un schéma de type fini sur k
et G un groupe algébrique réductif qui agit sur X. Supposons que L soit un fais-
ceau invertible G-linéarisé sur X. Alors il existe un quotient catégorique uniforme
(Y, ϕ)de Xss(L ) par G.

En plus :

1. ϕ est affine et universellement submersive ;

2. il existe un faisceau inversible ample M sur Y tel que ϕ∗M ' L n pour un
certain n > 0 ; ainsi Y est un schéma quasi-projectif sur k ;

3. Xs(L ) est un ouvert G-invariant de X, donc de la forme ϕ−1(V ) pour un
unique V de Y ; enfin (V, ϕ|Xs(L )) est un quotient géométrique uniforme de
Xs(L ) par G.

1.1.7 Un critère numérique de stabilité
Dans cette section on suppose que k soit algébriquement clos.

Définition 1.1.26. Soit G un k-schéma en groupes. Un sous-groupe à 1 paramètre
de G est un morphisme non-trivial de k-schémas en groupes λ : Gm → G.

Remarque 1.1.27. Comme l’image d’un morphisme de groupes algébriques est
toujours fermée [Bor91, 1.4], on voit qu’un sous-groupe à un paramètre est toujours
un morphisme propre.
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Supposons nous être donnée une action σ d’un groupe algébrique G sur un
schéma X propre sur k. Soit x un point fermé de X et λ un sous-groupe à 1
paramètre. Par propreté de X, le morphisme λ ◦ ψx : Gm → X se prolonge
uniquement en un morphisme A1

k → X : on désigne par limt→0 λ(t) · x l’image du
point 0 par ce morphisme. Notons que limt→0 λ(t) ·x est stable par l’action de Gm

sur X induite par λ.
Soit L un faisceau inversibleG-linéarisé surX et considérons la Gm-linéarisation

induite de L restreint au point fixe limt→0 λ(t). Cette linéarisation est donné par
un caractère χ tel que χ(t) = tr pour tout t ∈ Gm(k).

Définition 1.1.28. Soit G un groupe algébrique avec une action sur X propre
sur k, x un point fermé de X et L un faisceau inversible G-linéarisé. Alors pour
un sous-groupe à un paramètre λ : Gm → G, on pose :

µL (x, λ) = −r,

où r est l’entier défini par la construction précédente.

La fonction µ a des propriétés fonctorielles :
– si g ∈ G(k), alors µL (g · x, λ) = µL (x, g−1 · λ · g) ;
– si f : X → Y est un G-morphisme, L est un faisceau inversible G-linéarisé
sur Y et x ∈ X(k), alors µf∗L (x, λ) = µL (f(x), λ) ;

– si limt→0 λ(t) · x = y, alors µL (x, λ) = µL (y, λ).
Avant de continuer, on va interpréter la fonction µ dans le cas X = Pn

k et
L = O(1).

On rappelle qu’une action linéaire d’un tore sur un espace affine peut être
diagonalisée, i.e. il existe une base v0, . . . , vn de kn+1 telle que λ(t) · vi = trivi pour
tout i.

Remarque 1.1.29. Soit ϑ : Ar+1
k − {0} → Pr

k la projection du cone affine : si
x est un k-point de Ar+1

k − {0}, il corréspond à un surjection kr+1 → k et donc
à un k-point de Pr

k. Si X ↪→ Pr est un schéma projectif, on définit X̂ comme
l’adhérence dans Ar+1

k de ϑ−1(X) = X ×Y (Ar+1−{0}). Si x est un k-point de X,
on dit qu’un k-point x̂ de X̂ est au-dessus de x si ϑ(x̂) = x.

Remarque 1.1.30. On rappelle que toute action linéaire d’un tore T := (Gm)d

sur un espace affine An peut être diagonalisée, c’est-à-dire qu’il existe une base
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v1, · · · , vn de An(k) et des caractères χ1, . . . , χn : T → Gm tels que pour tout
g ∈ T(k) on a g · vi = χi(g)vi. En plus, si t = (t1, . . . , td), alors tout caractère χ
de T est de la forme

χ(t) =
d∏
i=1

trii

pour des certains entiers ri. En particulier, supposons nous être donnée une action
de Gm sur Pn qui est linéarisée par rapport à O(1). Alors elle est induite par une
action linéaire de Gm sur le cone affine An+1 et donc il existe une base v0, . . . , vn

de An+1(k) telle que pour tout g ∈ Gm(k) on g ·vi = trivi pour des certains entiers
ri.

Remarque 1.1.31. Notons que limt→0 λ(t) ·x existe toujours, mais si on prend x̂
au-dessus de x et on regard l’action de G sur An+1 − {0} qui induit celle sur Pn

ce n’est pas vrai pour limt→0 λ(t) · x̂ car An − {0} n’est pas propre sur k. Si cette
dernière limite existe, on a

ϑ(lim
t→0

λ(t) · x̂) = lim
t→0

λ(t) · x.

Proposition 1.1.32 ([GIT, Proposition 2.3]). Soient x un point fermé de Pn,
λ un sous-groupe à un paramètre de G et y = limt→0 λ(t) · x. Soit x̂ un point
fermé au-dessus de x. Fixons des coordonnées sur An+1 de façon telle que λ soit
diagonalisée. Alors

µO(1)(x, λ) = max{−ri : i tel que x̂i 6= 0}

où x̂ = (x̂0, . . . , x̂n). En plus, limt→0 λ(t) · x̂ n’existe pas (resp. existe, existe et il
est 0) si et seulement si µ(x, λ) > 0 (resp. µ(x, λ) = 0, µ(x, λ) < 0).

Théorème 1.1.33. Soit G un groupe réductif qui agit sur un schémaX propre sur
k. Soit L un faisceau G-linéarisé et supposons qu’il soit ample. Si x ∈ X(k), alors
x est semi-stable (resp. stable) si et seulement si µL (x, λ) ≥ 0 (resp. µL (x, λ) > 0)
pour tout sous-groupe à 1 paramètre λ : Gm → G.

On va donner la démonstration de ce théorème dans le cas X = Pn, L =
O(1) et G = SL(m, k). Les deux premières simplifications sont en effet le cas
auquel on se réduit pour prouver le cas général, mais la troisième est un vraie
simplifications car pour prouver le théorème avec G groupe réductif il faudrait
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remplacer la théorie des diviseur élémentaires qu’on utilisera avec un théorème de
Iwahori. Avant commencer la démonstration, on a besoin de deux résultats :

Proposition 1.1.34 ([GIT, Proposition 2.2]). Soit x ∈ X et x̂ un point au-dessus
de x. Alors

– x est semi-stable si et seulement si 0 /∈ G · x̂ ;
– x est stable si et seulement si le morphisme ψx̂ : G → An+1, g 7→ g · x̂ est
propre.

Remarque 1.1.35. Notons que d’après ce lemme, la partie “si” du critère numé-
rique est facile. Soit x semi-stable et supposons qu’il existe un sous-groupe à un
paramètre tel que µ(x, λ) < 0 : par 1.1.32 on aurait que limt→0 λ(t) · x̂ = 0 et donc
0 appartiendrait à l’adhérence de l’orbite de x̂.

Soit x stable et soit λ un sous-groupe à un paramètre : par le lemme ci dessus
ψx̂ est propre et donc le morphisme ψx̂ ◦ λ : Gm → An+1 − {0} n’admet pas une
extension A1 → An+1 − {0} (en étant A1 → An+1 − {0} séparé et ψx̂ ◦ λ : Gm →
An+1−{0} propre, ça impliquerait que l’immersion ouverte Gm ↪→ A1 est propre).
Donc limt→0 λ(t) · x̂ n’existe pas et par 1.1.32 on a que µ(x, λ) > 0.

On a aussi besoin d’une version adaptée du critère valuatif de propreté :

Théorème 1.1.36. Soient f : X → Y un morphisme entre schémas de type fini
sur un corps (non nécessairement algébriquement clos) k. Alors f est propre si et
seulement si pour toute extension finie k′ de k et tout diagramme commutatif

SpecK

��

// X

f

��
SpecA // Y

où A = k′[[t]] et K = k′((t)), il existe un unique morphisme SpecA → X qui fait
commuter le diagramme.

Comme on n’a pas de référence pour cette version, on en donne la preuve en
appendice.

Maintenant on peut passer à la démonstration du critère numérique :

Démonstration. D’après 1.1.35 on doit prouver seulement la partie “seulement si”.
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On écrit A pour l’anneau des séries formelles k[[t]] et K pour son corps de fractions.
Si x n’est pas stable, alors ψx̂ n’est pas propre et le critère valuatif de propreté
affirme qu’il existe g(t) ∈ SL(m,K) tel que g(t) · x̂ ∈ An+1, mais g(t) /∈ SL(m,A).
Comme tNg(t) appartient à SL(m,A) pour N assez grand et A est anneau de
valuation discrète et, donc, principal, on peut appliquer la théorie des diviseurs
élémentaires pour montrer qu’il existe u(t), v(t) ∈ SL(m,A) tels que

g(t) = u(t)h(t)v(t),

avec h(t) = diag(tr1 , . . . , trm). Comme g(t) ∈ SL(m,K) on a que r1 + · · ·+ rm est
nul et comme g(t) /∈ SL(m,A) on a que les ri ne sont pas tous nuls. On définit un
sous-groupe à un paramètre par

λ(t) := v−1 diag(tr1 , . . . , trm)v,

où v = v(0). Soit e0, . . . , en une base de kn+1 telle que λ(t) · ei = triei, alors par
1.1.32 on a que

µ(x, λ) = max{−ri : x̂i 6= 0}

si x̂ = ∑n
i=0 x̂iei. On est donc ramené à prouver que si x̂i 6= 0, alors ri ≥ 0.

Maintenant on a

v−1u(t)−1g(t) · x̂ = v−1u(t)−1[u(t)h(t)v(t)] · x̂
= (v−1h(t)v)v−1v(t) · x̂

On a que [v−1u(t)−1g(t) · x̂]i = tri [v−1v(t) · x̂]i et donc

[v−1v(t) · x̂]i = t−ri [v−1u(t)−1g(t) · x̂]i ∈ t−riA,

car g(t) · x̂ ∈ An+1. Notons que la partie à gauche est un élément de A avec term
constant x̂i et, si x̂i 6= 0, cette série formelle est donc invertible en A : les ri doivent
donc être positifs. Si x n’est pas semi-stable alors on peut répéter l’argument et on
peut en plus assumer que [g(t)·x̂]|t=0 = 0. La partie à droite de l’équation ci-dessus
appartient donc à t−ri+1 et donc, si x̂i 6= 0 on doit avoir que ri > 0 comme on
voulait.
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1.1.8 Un exemple : les formes binaires
Le critère numérique de stabilité est un outil d’importance cruciale dans l’étude

de la stabilité : calculer l’algèbre des invariants est toujours très compliqué. Le
critère numérique nous permet de comprendre quels points sont stables et semi-
stables sans devoir trouver les polynômes invariants. On donne un exemple, qu’on
utilisera plus tard, de l’usage du critère.

Soit k un corps algébriquement clos et considérons la représentation de SL(2, k)
induite par la représentation canonique GL(2, k) → GL(Symk(k2)), c’est-à-dire
l’action de GL(2, k) sur Symk(k2) définie par

g · f(x) = f(g−1 · x)

où f ∈ Symk(k2), g ∈ GL(2, k) et x ∈ Homk(k2, k). On va comprendre quelles
formes binaires sont stables et quelles sont semi-stables. D’après les propriétés de
la fonction µ on peut se borner à étudier les sous-groupes à un paramètre de la
forme

λr(t) :=
t−r 0

0 tr

 ,
pour un certain r ∈ Z. Maintenant, si on écrit f comme ∑n

i=0 aix
n−i
0 xi1, on a

λr(t) · f =
n∑
i=0

tr(2i−n)aix
n−i
0 xi1.

L’action de λr est donc diagonal par la base xn0 , xn−1
0 x1, . . . , x

n
1 de Symk(k2), et

µ(f, λr) = r(n − 2i0), où i0 est le plus petite i tel que ai 6= 0. Il en résulte que
µ(f, λr) ≥ 0 (resp. > 0) pour tout r si et seulement si ai 6= 0 pour i > n

2 (resp.
i ≥ n

2 ), i.e. si et seulement si le point (1 : 0) est de multiplicité ≥ n
2 (resp. > n

2 )
pour f . On en déduit :

Proposition 1.1.37 ([GIT, Proposition 4.1]). Une forme binaire de degré n est
semi-stable (resp. stable) par l’action de SL(2, k) si et seulement si tout point de
P1
k est de multiplicité ≤ n

2 (resp. < n
2 ) pour f .



Chapitre 2

Arithmétique

2.1 Géométrie d’Arakelov

On va introduire des concepts de base de Géométrie d’Arakelov. On peut trou-
ver ce sujet dans plusieurs références, par exemple [Neu99], [Szp85], mais proba-
blement la référence plus systématique, même si pas encore complétée, sont les
notes du cours de Géométrie d’Arakelov de Chambert-Loir [CL].

2.1.1 Fibrés vectoriels hermitiens

Soit K un corps de nombres, oK son anneau des entiers, S = Spec oK et ξ =
SpecK son point générique. Soit Σ l’ensemble des plongement σ : K ↪→ C ; on dit
que σ ∈ Σ est réel si σ(K) ⊂ R et complexe sinon. Si σ ∈ Σ, en composant avec
la conjugaison complexe, on obtient un autre plongement σ : clairement, σ = σ si
et seulement si σ est réel.

Définition 2.1.1. SoitX un schéma de type fini sur S. Un fibré vectoriel hermitien
E sur X est la donnée (E , H) de

– un fibré vectoriel E sur X, c’est-à-dire un OX-module localement libre de
rang fini ;

– une famille H = {Hx}x∈X(C), où Hx est une forme hermitienne sur x∗E ; la
famille H doit être invariante par conjugaison et elle doit varier de façon
continue.

15
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On va expliciter ce que les deux dernière propriétés signifient.
Si x est un C-point de X, en composant avec le morphisme structural π :

X → S, on obtient un unique élément de Σ : si σ ∈ Σ et on désigne par Xσ(C)
l’ensemble des C-points x de X tels que π ◦ x = σ, on peut écrire X(C) comme⊔
σ∈ΣXσ(C). Notons que Xσ(C) sont les C-points de Xσ := X ×S Spec C, où le

morphisme Spec C→ S est cel induit par σ.
Si x ∈ Xσ(C), en composant avec la conjugaison complexe, on obient x ∈

Xσ(C). Si E est un fibré vectoriel sur X, alors on a x∗E = x∗E ⊗C C, où le
morphisme C → C est la conjugaison complexe, laquelle donne un isomorphisme
de espaces vectoriels réels entre x∗E et x∗E . Si v ∈ x∗E , on écrit v son image par
cet isomorphisme.

Dire que la famille H est invariante par conjugaison complexe signifie que pour
tout x ∈ X(C) et tout v, w ∈ x∗E on a Hx(v, w) = Hx(v, w). Si x ∈ Xσ(C) et
v ∈ x∗E , on pose ‖v‖σ(x) :=

√
Hx(v, v).

Soient πσ : Xσ → X la projection, U ⊂ Xσ un ouvert et v, w ∈ Γ(U, π∗σE ) :
considérons l’application U(C) → C qui envoie un C-point x dans Hx(x∗v, x∗w).
On dit que la métrique varie continûment si pour tout σ ∈ Σ, U ⊂ Xσ et v, w ∈
Γ(U, π∗σE ) cette application est continue par la topologie analytique soit à gauche
que à droite.

Si le schémaX est irréductible, alors on peut définir le rang d’un fibré hermitien
E comme le rang de E .

Exemple 2.1.2. Soit X = Spec oK , alors un fibré hermitien est la donnée d’un
oK-module localement libre de rang fini E et pour chaque σ ∈ Σ d’une forme
hermitienne Hσ. Soit v1, . . . , vn une base du K-espace vectoriel E ⊗oK K, où n est
le rang de E. Les éléments σ∗v1, . . . , σ

∗vn forment une base de σ∗E et désignons
par Aσ la matrice de la forme hermitienne Hσ par rapport à cette base, c’est-à-
dire Aσ = {Hσ(σ∗vi, σ∗vj)}i,j=1,...,n. La conjugaison complexe envoie σ∗vi sur σ∗vi
pour tout i : dans cette notation, l’invariance par conjugaison revient à dire que
Aσ = Aσ pour tout σ ∈ Σ.

Si E = oK et ‖1‖σ = 1 pour tout σ, alors on dit que le fibré hermitien est
trivial.

Exemple 2.1.3. Soit E un fibré hermitien sur S, P(E ) le fibré projectif associé
de morphisme structural π : P(E ) → S. On a sur X la séquence exacte π∗E →
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OE (1)→ 0, où OE (1) := OP(E )(1), et on peut donc définir sur OE (1) une métrique
hermitienne en prenant la métrique quotient par ce morphisme. Si, par exemple E

est libre, x est un K-point de P(E ) et s est une section globale de OE (1), on a

‖s‖σ(σ(x)) = |σ(s)(σ(x̂))|
‖σ(x̂)‖H

,

où x̂ ∈ Eξ est un représentant de x. Ne dépendant pas de x̂ et sous-entendant le
plongement σ, dans la suite, en faisant un abuse de notation, on écrira plutôt

|s(x)|
‖x‖Hσ

.

Fonctorialité. Supposons d’avoir un morphisme f : X → Y entre schémas de
type fini sur S et un fibré vectoriel hermitien E sur Y . Alors on peut construire
l’image inverse f ∗E de la façon suivante : comme fibré vectoriel on prend simple-
ment f ∗E et, pour tout C-point x de X(C), à travers l’isomorphisme canonique
x∗(f ∗E ) = (f ◦ x)∗E , on donne la structure hermitienne à f ∗E .

Constructions. Si E = (E , HE ) et F = (F , HF ) sont des fibrés hermitiens,
alors la somme directe E⊕F , le produit tensoriel E⊗OSF , le dual Ě = H omOS(E ,OS)
et le n-ième puissance extérieure ∧n E (n ∈ N) le sont. En effet, pour tout σ ∈ Σ,
on a que (E ⊕ F )σ = Eσ ⊕ Fσ, (E ⊗OS F )σ = Eσ ⊗C Fσ, Ěσ = HomC(Eσ,C)
et (∧n E )σ = ∧n Eσ. Les formes hermitiennes sur ces C-espaces vectoriels sont
respectivement définies par :

HE⊕F (v ⊕ w, v′ ⊕ w′) := HE (v, v′) +HF (w,w′)
HE⊗F (v ⊗ w, v′ ⊗ w′) := HE (v, v′) ·HF (w,w′)
HĚ (v̌, w̌) := HE (v, w)
H∧nE (v1 ∧ · · · ∧ vn, w1 ∧ · · · ∧ wn) := det(HE (vi, wj)),

où, si v ∈ Eσ, v̌ := HE (−, v).
Si E , F sont deux fibrés vectoriels hermitiens, alors H omOS(E ,F ) l’est aussi

à travers l’isomorphisme canonique avec Ě ⊗OS F .

Définition 2.1.4. Soient E = (E , g) et F = (F , h) des OS-modules fibrés her-
mitiens, alors un morphisme de fibrés hermitiens ϕ : E → F est un morphisme de
fibrés vectoriels ϕ : E → F telle que |ϕ(v)|σ ≤ |v|σ pour chaque v ∈ Eσ et σ ∈ Σ.
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2.1.2 Le degré arithmétique
Définition 2.1.5. Soit L = (L , h) un faisceau inversible hermitien sur S, L =
L̃. On pose

d̂eg(L ) := log #(L/`oK)−
∑
σ∈Σ

log ‖`‖σ

où ` ∈ L est non nul. On peut vérifie que cette définition ne dépend pas du choix
de `.

Soit E un fibré hermitien de rang n sur S, alors on pose d̂eg(E ) := d̂eg(det E ),
où det E = ∧n E . Si e1, . . . , en sont des éléments de E linéairement indépendant
sur K, on a que

d̂eg(E ) = log #
(

E

oKe1 + · · ·+ oKen

)
− 1

2
∑
σ∈Σ

log det(Hσ(ei, ej)).

2.2 Hauteurs
On introduit dans cette section le concept de hauteur à la Weil et successive-

ment on définira des hauteurs de caractère géométrique de lesquelles on s’inspire
pour définir un analogue arakelovien. On suit l’exposition dans [HS00], à laquelle
on renvoie pour les details.

2.2.1 Hauteurs de Weil
Soit K un corps de nombres, oK son anneau des entiers, S = Spec oK et ξ =

SpecK son point générique. SoitMK l’ensemble des valeurs absolues qui, restreint
à Q, sont égaux (ça doit être interprété littéralement, pas à équivalence prés) ou
bien à une valeur absolue p-adique | · |p (|x|p = p−vp(x), vp(p) = 1) ou bien à la
valeur absolue archimédienne | · |∞. Si v ∈ MK , on indique | · |v la valeur absolue
associée. En plus on désigne par M0

K (resp. M∞
K ) l’ensemble des valeurs absolues

non-archimédienne (resp. archimédienne). On introduit aussi la normalisation de
ces valeurs absolues : si v ∈MK , alors on pose ‖ · ‖v := | · |[Kv :Qv ]

v , étant Kv (resp.
Qv) la complétion de K (resp. Q) par v (resp. v|Q). On rappelle la formule du
produit : si x ∈ K est un élément non nul, alors∏

v∈MK

‖x‖v = 1,
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la formule ayant sens car ‖x‖v = 1 pour presque tout v.

Définition 2.2.1. Soit K un corps de nombres et P = (P0 : . . . : Pn) ∈ Pn
Q(K).

On pose
HK(P ) =

∏
v∈MK

max
i=0,...,n

‖Pi‖v.

La formule du produit ci-dessus nous dit que HK(P ) est indépendant du représen-
tant (P0, . . . , Pn) ∈ Kn+1 de P choisi.

Si L est une extension finie de K, alors P ∈ Pn
Q(K) est aussi un point L-

rationnel : on trouve que HL(P ) = HK(P )[L:K]. Maintenant si on fixe un clôture
algébrique Q de Q et on prend P ∈ Pn

Q(Q), alors il existe K corps de nombres
(dit un corps de définition de P ) tel que P ∈ Pn

Q(K). Le nombre réel HK(P )
1

[K:Q]

est alors indépendant du K choisi.

Définition 2.2.2. On appelle hauteur projective absolue la fonctionH : Pn
Q(Q)→

R qui associe à P ∈ Pn
Q(Q) le nombre réel

H(P ) := HK(P )
1

[K:Q] ,

étant K un corps de définition de P . On définit aussi l’hauteur (logarithmique)
projective absolue h comme logH.

Clairement H(P ) ≥ 1 (resp. h(P ) ≥ 0) pour tout P . Ce qui est moins clair,
mais qui est la propriété pour laquelle les hauteurs sont intéressantes, est que si
c ∈ R et K un corps de nombres, alors l’ensemble

{P ∈ Pn
Q(K) : H(P ) ≤ c}

est fini. Donc, par exemple, si on démontre que un certain sous-ensemble de Pn
Q(K)

(e.g. les points K-rationnels d’une variété projective) a hauteur bornée, alors cet
ensemble est fini.

Maintenant, si V est un schéma projectif sur Q, i : V ↪→ Q l’immersion fermée
associée, on peut définir sur V (Q) simplement par restriction de celle sur Pn(Q) :
ce fonction dépend du plongement i. Ce type de construction est à la base de la
aussi appelée “Machine des hauteurs de Weil”, i.e. au théorème suivant :
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Théorème 2.2.3 (Machine des hauteurs de Weil). Soit K un corps de nombres.
A toute couple (X,D) où X est un schéma projectif lisse connexe sur K et D
diviseur de X, on peut associer une classe de fonctions hX,D : X(K)→ R modulo
fonctions bornées avec les propriétés suivantes :

1. Normalisation : soit H ⊂ Pn un hyperplan et h l’hauteur logarithmique
absolue sur Pn. Alors

hPn,H(P ) = h(P ) +O(1) ∀P ∈ Pn(K).

2. Fonctorialité : Soit ϕ : X → Y un morphisme et D ∈ Div(Y ). Alors

hX,ϕ∗D(P ) = hY,D(ϕ(P )) +O(1) ∀P ∈ X(K).

3. Additivité : Soient D,E ∈ Div(X). Alors

hX,D+E(P ) = hX,D(P ) + hX,E +O(1) ∀P ∈ X(K).

4. Equivalence linéaire : Soient D,E ∈ Div(Y ) avec D linéairement équivalent
à E. Alors

hX,D(P ) = hX,E +O(1) ∀P ∈ X(K).

5. Soit D ∈ Div(X) un diviseur effectif et Z le lieu base du système linéaire
|D|. Alors

hX,D(P ) ≥ O(1) ∀P ∈ (X − Z)(K).

6. Equivalence algébrique : Soient D,E ∈ Div(X) avec D ample et E algébri-
quement équivalent à 0. Alors

lim
P∈X(K)
hV,X(P )→∞

hX,E(P )
hX,D(P ) = 0.

7. Finitude : Soit D ∈ Div(X) un diviseur ample. Alors pour tout extension
finie L de K et pour tout constant C ∈ R, l’ensemble

{P ∈ X(L) : hX,D(P ) ≤ C}

est fini.
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Ici, par O(1) on a désigné une fonction bornée.
En plus, les fonctions hauteurs hX,D sont déterminées, à O(1) prés, par la

normalisation, la fonctorialité (seulement par les plongements de X dans un espace
projectif) et l’additivité.

Comme il apparaît intuitif, on peut donner la définition de hauteur de Weil
(et vérifier les mêmes propriétés) aussi pour les corps de fonctions d’une courbe
projective lisse. En plus, on voudrai donner des définitions indépendantes des co-
ordonnées : on va faire ça dans les sections suivantes, en introduisant avant la
variante pour les corps de fonctions et après, en utilisant des notions de géométrie
d’Arakelov, celle pour le corps de nombres.

2.2.2 Hauteurs sur une courbe lisse

Soit k un corps, C une courbe (i.e. un schéma noethérien intègre de dimension
1) lisse sur k et K = OC ,ξ son corps des fonctions (où ξ est le point générique
de C ). Soit X un schéma propre sur C et L un faisceau inversible sur X. Soit
K ′ une extension finie de K et P un L-point de X : par propreté de X, il existe
un unique C ′-point P de X dont la restriction à la fibre générique est P (C ′ la
normalisation de C en K ′).

Définition 2.2.4. Avec les notations ci-dessus, on définit la hauteur de P associée
à L par

hL (P ) := 1
[K ′ : K] deg P∗L ,

la formule avant sens car P∗L est un faisceau inversible sur C ′.

C’est facile à voir que la définition ne dépend pas du corps K ′ et, donc, la
hauteur est une fonction bien définie de X(K) en Q, en étant K une fixée clôture
algébrique de K.

On peut montrer que des propriétés analogues à 2.2.3 sont satisfaites [HS00,
Theorem B.10.4].

Invariance par conjugaison. Soient C une courbe projective lisse,K son corps
des fonctions, Ksep une clôture séparable et G = Gal(Ksep/K). Soit X un schéma
de type fini sur C . Supposons d’avoir L une extension finie séparable de K inclue
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dans Ksep et x un T -point de X, où D ′ est la normalisation de C dans L. Alors,
pour tout g ∈ G, on a un isomorphisme, qu’on appelera encore g, de D ′ vers D ,
où L′ := g(L) ⊂ Ksep et D ′ est la normalisation de C dans L′. En composant avec
le point x, on obtient un D ′-point x′ de X, car g induit l’identité sur K (et donc
sur C ).

Soit, maintenant, L un faisceau inversible sur X, alors on a

hL (x) = 1
[L : K] deg(x∗L ) et hL (x′) = 1

[L′ : K] deg(x′∗L ),

mais clairement [L′ : K] = [L : K] et deg(x∗L ) est égale à deg(x′∗L ), car g induit
un isomorphisme entre le groupe de Picard des deux courbes compatible avec le
degré. Les hauteurs des points x et x′ sont donc égaux.

2.2.3 Hauteurs sur une courbe arithmétique

On veut maintenant faire une construction analogue quand C est remplacée
par une courbe arithmétique S = Spec oK , K un corps de nombres.

Soit X un schéma projectif sur S et L un faisceau inversible hermitien. Si K ′

une extension finie de K et P un K ′-point de X, alors, comme avant, il existe un
unique oK′-point P de X dont la fibre générique est P .

Définition 2.2.5. Avec les notations ci-dessus, on définit la hauteur de P associée
par

hL := 1
[K ′ : Q] d̂eg P∗L ,

la formule avant sens car P∗L est un faisceau inversible hermitien sur S ′ =
Spec oK′ .

Exemple 2.2.6. Soit S = Spec oK ,X = Pn
S,H une métrique hermitienne sur E =

On+1
S et L = OE (1). Comme dans l’exemple 2.1.3, on définit sur L la métrique

quotient induite par celle de π∗E (π : Pn
S → S le morphisme structural), i.e. si

s = a0t0 + . . . antn est une section globale de OE (1) et x = [x0 : . . . : xn] ∈ Pn(K)
on a que

‖s‖σ(x) = |a0x0 + · · ·+ anxn|
‖x‖Hσ

.
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Supposons que x0 ne soit pas nul (autrement on fait le calcul avec un autre xi),
alors on a que

hOE (1)(x) = 1
[K : Q] log #

(
x0oK + · · ·+ xnoK

x0oK

)
− 1

[K : Q]
∑
σ∈Σ
‖t0‖σ(x)

= 1
[K : Q]

∑
v∈M0

K

log max{|x0|v, . . . , |xn|v}
|x0|v

− 1
[K : Q]

∑
σ∈Σ

log |σ(x0)|
‖x‖Hσ

= 1
[K : Q]

∑
v∈M0

K

log max{|x0|v, . . . , |xn|v}+ 1
[K : Q]

∑
σ∈Σ

log ‖x‖Hσ

On peut montrer [HS00, Theorem B.10.7] que cette définition origine des hau-
teurs qui satisfont les propriétés de la Machine de Weil 2.2.3.

Invariance par conjugaison. Soient K un corps de nombres, K une clôture
algébrique et G = Gal(K/K). Soient oK l’anneau des entiers de K et S = Spec oK

et X un schéma de type fini sur S. Supposons d’avoir L une extension finie de K
inclue dans K et x un T -point de X, où T = Spec oL. Alors, pour tout g ∈ G,
on a un isomorphisme, qu’on appelera encore g, de T ′ := Spec oL′ vers T , où
L′ := g(L) ⊂ K. En composant avec le point x, on obtient un T ′-point x′ de X,
car g fixe K (et donc oK).

Soit, maintenant, L un faisceau hermitien sur X, alors on a

hL (x) = 1
[L : Q] d̂eg(x∗L ) et hL (x′) = 1

[L′ : Q] d̂eg(x′∗L ),

mais clairement [L′ : Q] = [L : Q] et on voit aussitôt que d̂eg(x∗L ) est égale à
d̂eg(x′∗L ). Les hauteurs des points x et x′ sont donc égaux.



24 Chapitre 2. Arithmétique



Chapitre 3

Les minorations de hauteurs

3.1 Rappels sur les schémas en groupes linéaires

On fait des rappels sur les schémas en groupes linéaires [EGA I, 9.6].
Si E est un OS-module quasi-cohérent et F un OS-module localement libre de

rang fini, on définit Hom(E ,F ) := V(F̌ ⊗OS E ) : c’est un S-schéma qui repré-
sente le foncteur que à un S-schéma π : X → S associe HomOX (π∗E , π∗F ). En
particulier, si F est un OS-module localement libre de rang fini, alors End(F ) :=
V(F̌ ⊗OS F ) est un S-schéma en algèbres (non commutatives) et V(F̌ ) est un
S-schéma en modules à gauche sur ce S-schéma en algèbres.

En choisissant localement une base de F , on peut définir la section déterminant
de F̌ ⊗OS F et montrer que le foncteur Aut(F ) qui associe à S-schéma π : X →
S le groupe AutOX (π∗F ) est représenté par un S-schéma en groupes GL(F ),
isomorphe à un schéma induit sur un ouvert de End(F ). Si F = On

S , alors on
désigne GL(F ) par GL(n, S) ; si S = Spec(A) et F = F̃ , on écrit GL(F ) et
GL(n,A) respectivement au place de GL(F ) et GL(n, S).

De l’action du S-schéma en algèbres End(F ) sur V(F̌ ) on déduit canonique-
ment une action du S-schéma en groupes GL(F ) sur le S-schéma V(F̌ ).

On construit de même SL(n, S) et SL(F ).

Définition 3.1.1. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes et F un OS-
module localement libre de rang fini. On appelle une représentation linéaire algé-
brique (sur F ) un morphisme ρ : G→ GL(F ) de S-schémas en groupes.

25
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Exemple 3.1.2. Soient F ,G deux OX-modules et ϕ ∈ HomOX (F ,G ), alors on
définit l’application transposée ϕ̌ : F̌ → Ǧ : si U ⊂ X est un ouvert de X,
ϕ|U ∈ HomOU (F |U ,G |U) donc elle induit

ϕ̌|U : H omOX (F ,OX)(U)→H omOX (G ,OX)(U).

La famille {ϕ̌|U}U est compatible aux restrictions et donc définit ϕ̌ ∈ HomOX (F̌ , Ǧ ).

Si F est un OS-module localement libre de rang fini, alors on a une représen-
tation linéaire algébrique canonique ω : GL(F ) → GL(F̌ ). Si π : X → S est un
S-schéma, ϕ ∈ GL(F )(X) = AutOX (π∗F ), alors ω(ϕ) := ϕ̌−1.

Si ρ : G → GL(F ) est une représentation linéaire algébrique, alors on définit
la représentation duale ρ̌ par ω ◦ ρ.

Exemple 3.1.3. Si F ,G sont des OS-modules localement libre de rang fini, G un
S-schéma en groupes, ρ : G→ GL(F ) et σ : G→ GL(G ) sont des représentations
linéaires algébriques, alors aussi G → GL(F ⊕ G ), G → GL(F ⊗ G ), G →
GL(Symd(F )) (d ∈ N) et G→ GL(∧e F ) (e ∈ N) le sont.

Exemple 3.1.4. Cet exemple généralise le deux précédents. Soit S un schéma
(Sch /S) la catégorie des schémas sur S et C la catégorie fibrée des faisceaux
localement libre de rang fini. Si T : C → C est un foncteur de catégories fibrées
sur (Sch /S), alors pour chaque F faisceau localement libre de rang fini sur S on
a une représentation linéaire algébrique canonique ρT,F : GL(F ) → GL(T (F )).
En effet, si π : X → S est un S-schéma et ϕ ∈ GL(F )(X) = AutOX (π∗F ), alors
T (ϕ) ∈ AutOX (T (π∗F )), mais, comme T est un foncteur de catégories fibrées,
T (π∗F ) = π∗T (F ) et donc ϕ ∈ AutOX (π∗T (F )).

Remarque 3.1.5. Soit S un schéma, F un faisceau localement libre de rang fini
sur S et G un S-schéma en groupes muni d’une représentation linéaire algébrique
ρ : G → GL(F ). Si π : S ′ → S est un S-schéma, alors on a une représentation
linéaire algébrique ρ′ : G×S S ′ → GL(π∗F ).
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3.2 Le cas géométrique

3.2.1 Le fibré vectoriel associé à une représentation

Construction 3.2.1. Soient S un schéma, F un OS-module localement libre de
rang fini et ρ : GL(n, S)→ GL(F ) une représentation linéaire algébrique. Soit E

un OS-module localement libre de rang n, trivialisé sur un recouvrement S = ⋃
Si

par des isomorphismes αi : OSi → E |Si et par des morphismes de transition ϕij

(i.e. αi|Sij = αj|Sij ◦ ϕij, où Sij = Si ∩ Sj). On peut, alors, définir un faisceau
Eρ sur S avec les donnés de recollement suivantes : sur Si on prend le faisceau
Gi := F |Si et comme morphismes de transition ψij := ρSij(ϕij) (ce dernier est
défini car GL(F )(Sij) = AutOSij

(F |Sij)). Clairement, Eρ est localement libre du
même rang que F et il est unique à un unique isomorphisme prés. En plus, on
peut vérifier que cette construction ne dépend pas des isomorphismes αi et du
recouvrement {Si}i∈I choisis.

Définition 3.2.2. Avec le mêmes notations de la construction ci-dessus, on appelle
Eρ le faisceau associé à E et ρ.

Remarque 3.2.3. La même construction peut être faite vraiment plus en gé-
néral pour S un espace annelé quelconque et pour des OS-modules E ,F qui
ne sont pas localement libres, mais il faut remplacer l’hypothèse que ρ soit un
morphisme de S-schéma en groupes par l’hypothèse que ρ : Aut(E ) → Aut(F )
soit un morphisme de foncteurs (si U ⊂ S est un ouvert de S on a besoin que
AutOU (E |U) → AutOU (F |U) soit un morphisme de groupes). Si les foncteurs
Aut(E ),Aut(F ) sont représentables dans là (sous)-catégorie des espace annelé
où on se place (schémas, variétés complexes, ...), c’est le même de demander que
ρ soit un morphisme S-objets un groupes dans cette (sous)-catégorie.

Exemple 3.2.4. On reprend les notations de 3.1.4 et on considère la représen-
tation ρ = ρT,OnS : GL(On

S ) → GL(T (On
S )). Si E est un faisceau localement libre

de rang n, alors le faisceau Eρ est canoniquement isomorphe à T (E ), car ils satis-
font les mêmes donnés de recollement. En particulier, si T = −⊗d (d ∈ Z) (resp.
T = Syme(−) (e ∈ N), T = ∧f − (f ∈ N), T = −̌) alors Eρ = E ⊗d (resp.
Eρ = Syme(E ), Eρ = ∧f E , T = Ě ).
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Remarque 3.2.5. Si S est un schéma, F un faisceau localement libre de rang fini,
ρ : GL(n, S) → GL(F ) une représentation linéaire algébrique et E un faisceau
localement libre de rang n. Si π : S ′ → S est un S-schéma et ρ′ : GL(n, S ′) →
GL(π∗F ) la représentation induite par ρ, alors (π∗E )ρ′ = π∗(Eρ), car ils satisfont
les mêmes données de recollement.

3.2.2 Polynômes invariants et sections non nulles

Définition 3.2.6. Soit S un schéma, F un OS-module localement libre de rang
fini. On dit que une représentation linéaire algébrique ρ : GL(n, S)→ GL(F ) est
homogène de degré a si pour tout S-schéma X on a ρ(t · id) = ta · id pour tout
t ∈ Gm(X).

Exemple 3.2.7. Si F ,G sont des OS-modules localement libre de rang fini, ρ :
GL(n, S)→ GL(F ) et σ : GL(n, S)→ GL(G ) sont des représentations linéaires
algébriques homogène de degré a et b respectivement, alors aussi GL(n, S) →
GL(F̌ ), GL(n, S) → GL(F ⊗ G ), GL(n, S) → GL(Symd(F )) et GL(n, S) →
GL(∧d F ) (d ∈ N) le sont (resp. de degré −a, a+ b, da et encore da).

Remarque 3.2.8. Soit G un S-schéma en groupes sur S, F un OS-module loca-
lement libre de rang fini et ρ : G→ GL(F ) une représentation linéaire algébrique.
Grâce à l’action naturelle de GL(F̌ ) sur V(F ) et à la représentation duale ρ̌, on
obtient une action de G sur V(F ).

Lemme 3.2.9. Soit S un schéma, F un OS-module localement libre de rang fini
et ρ : GL(n, S) → GL(F ) une représentation linéaire algébrique homogène de
degré a. Supposons que f ∈ Γ(S,Sym(F )) soit un polynôme homogène SL(n, S)-
invariant (à travers ρ) de degré d. Alors ad

n
∈ Z et

f(ρ̌X(g) · x) = (det g)−adn f(x)

pour tout g ∈ GL(n, S)(X) et x ∈ V(F )(X), où X est un S-schéma.

On peut se ramener au cas où S et X sont affines, i.e. à l’énoncé suivant :

Lemme 3.2.10 (version affine de 3.2.9). Soit A un anneau, M un A-module
localement libre de rang r et ρ : GL(n,A) → GL(M) une représentation linéaire
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algébrique homogène de degré a. Supposons que f ∈ Sym(M) soit un polynôme
homogène SL(n,A)-invariant de degré d (à travers ρ). Alors ad

n
∈ Z et

f(ρ̌B(g) ·m) = (det g)−adn f(m)

pour toutes A-algèbres B, g ∈ GLn(B) et m ∈ HomB(M ⊗A B,B).

Démonstration. Si on désigne det(tij) par ∆, alors on peut écrire G := GL(n,A) =
Spec(A[t11, . . . , tnn]∆). On définit

H := Spec(A[t11, . . . , tnn, λ]∆/(λn −∆)),

qui est recouvrement dominant intègre de degré n de G, où on a “une racine n-ième
du determinant”. Notons d’abord qu’on a un isomorphisme α : Gm×ASL(n,A)→
H de A-schémas en groupes : en effet il suffit de considérer le morphisme de A-
algèbres tij 7→ tij

λ
et λ en lui même. Si X est un A-schéma, α envoie (t, h) ∈

SL(n,A)(X)×Gm(X) sur t · h.
Comme H → G est dominant, si X est un A-schéma, alors X(G) ↪→ X(H) et

on identifiera dans la suite X(G) avec son image dans X(H). Soient g ∈ G(G),
λ · id ∈ G(H) et h ∈ H(G) les points qui correspondent respectivement aux
morphismes idG, tij 7→ δijλ (δij désigne le symbol de Kronecker) et tij 7→ tij

λ
, i.e.

aux matrices (tij)i,j=1,...,n, λ · id et ( tij
λ

)i,j=1,...,n.
En composant avec la première projection H ×A V(F ) → H, on peut voir g,

λ · id et h comme éléments de G(H ×A V(F )). Soit x ∈ V(F )(H ×A V(F )) la
deuxième projection. Comme f est SL(n,A)-invariant et homogène de degré d et
ρ̌ est homogène de degré −a, on a

f(ρ̌H×AV(F )(g) · x) = f(ρ̌(λ · id)ρ̌(h) · x) = f(λ−a id ·x)
= λ−adf(x).

D’autre parte, dans G(G) on peut écrire

g =
∆

1
...

1

h′
avec h′ ∈ SL(n, S)(G). Précisément, la première matrice, disons g′, du terme à
droite correspond au morphisme tij 7→ δij si i > 1 ou j > 1 et t11 7→ ∆ ; la
deuxième correspond au morphisme tij 7→ tij si i > 1 et t1j 7→ t1j

∆ . Il suit que

f(ρ̌H×AV(F )(g) · x) = f(ρ̌(g′)ρ̌(h) · x) = f(ρ̌(g′) · x).
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Maintenant f(ρ̌(g) · x) est l’image de f ∈ SymA(M) dans SymA(M)⊗OH(H)
par le morphisme induit par l’action de H, mais d’aprés ce qu’on vient de voir on
a que f(ρ̌(g) · x) ∈ SymA(M) ⊗A A[∆]∆, i.e. il s’écrit de la forme ∑i∈Z αi∆i avec
les αi ∈ SymA(M) presque tous nuls. Finalement, dans SymA(M) ⊗ OH(H) on
obtient l’égalité ∑i∈Z αiλ

in = λ−adf , d’où on déduit le résultat.

Construction 3.2.11. Soient S un schéma, F un OS-module localement libre de
rang fini, ρ : GL(n, S)→ GL(F ) une représentation linéaire algébrique homogène
de degré a, f ∈ Γ(S,Sym(F )) un polynôme homogène SL(n, S)-invariant de degré
d. Soient E un faisceau localement libre de rang n (on peut donc construire Eρ) et
L un faisceau inversible. Alors une section s ∈ Γ(S, Ěρ⊗OS L ) définit une unique
section globale de det(E )⊗−adn ⊗OS L ⊗d de la façon suivante : soit S = ⋃

Si un
recouvrement qui trivialise E et L par des isomorphismes αi : On

Si
→ E |Si et βi :

OSi → L |Si . Soient ϕij et ψij les morphismes de transition associés respectivement
à E et L (c’est-à-dire αi|Sij = αj|Sij ◦ϕij et βi|Sij = βj|Sij ◦ψij, où Sij = Si ∩ Sj).
Le faisceau Ěρ est alors trivialisé par des morphismes α̌iρ : F̌ |Si → Ěρ|Si avec
morphismes de transition ρ̌(ϕij).

Maintenant, s|Si ∈ Γ(Si, Ěρ ⊗OS L ), donc, via α̌iρ ⊗ βi, définit une section
ti ∈ Γ(Si, F̌ ) avec les relations

tj|Sij = (ρ̌(ϕij)⊗ ψij)(ti|Sij)

pour tout i, j. Donc, par 3.2.9,

f(tj)|Sij = f(tj|Sij) = f((ρ̌(ϕij)⊗ ψij)(ti|Sij))

= det(ϕij)−
ad
n f((id⊗ψij)(ti|Sij)).

Le OS-module det(E )⊗−adn ⊗OS L ⊗d est trivialisé sur Si par det(αi)−
ad
n ⊗ β⊗di et

donc, en prenant l’image réciproque f(ti) par cet isomorphisme pour chaque i, on
définit f(s).

3.2.3 Le théorème dans le cas géométrique

Dans ce paragraph C désignera une courbe projective sur un corps k, K son
corps des fonctions et ξ : SpecK → C son point générique.
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Remarque 3.2.12. Soient F un espace vectoriel sur k et ρk : GL(n, k)→ GL(F )
une représentation linéaire algébrique. Par changement de base par C on en déduit
une représentation linéaire algébrique

ρ : GL(n,C )→ GL(F ),

où, si π : C → k est le morphisme structural, F := π∗F . Si E est un OC -module
localement libre de rang n, on peut considérer Eρ.

Théorème 3.2.13. Soient F un k-espace vectoriel de rang r, ρk : GL(n, k) →
GL(F ) une représentation linéaire algébrique homogène de degré a et E un OC -
module localement libre de rang n.

Soit P ∈ P(Eρ)(C ) un point telle que sa restriction au point générique Pξ soit
semi-stable pour l’action de SL(n,K). Alors

hP(Eρ),O(1)(P ) ≥ a · deg(E )
rk(E ) .

Remarque 3.2.14. L’hypothèse sur ρ d’être induite par une représentation sur
k est nécessaire dans la démonstration pour pouvoir affirmer qu’il existe un poly-
nôme invariant f appartenant aux sectiones globales de Sym(F ). Cette hypothèse
disparêtra dans le cas géométrique car on aura le schéma affine Spec oK au place
de la courbe projective C , qui n’est pas affine.

Démonstration. Comme le point Pξ est semi-stable pour l’action de SL(n,K),
alors il existe f ∈ SymK(Eρ,ξ) homogène de degré d et SL(n,K)-invariant telle
que f(Pξ) 6= 0. On a que Eρ,ξ est isomorphe à F ⊗k K et on peut voir f comme
un élément de SymK(F ⊗k K). Puisque la formation des invariants commute au
changement de base, on peut supposer que f soit dans Symk(F ) et donc dans
Γ(C ,Sym(F )) ' Symk(F )⊗k OC (C ).

Le point P correspond à un morphisme surjective de OC -modules Eρ → L → 0,
où L = P ∗OP(Eρ)(1) est un faisceau inversible sur C . En dualisant et en tensorisant
par L , on obtient que P correspond à une injection

0→ OC → Ěρ ⊗OC
L ,

i.e. à une section non nulle s ∈ Γ(C , Ěρ ⊗OC
L ). La construction précédente alors

nous donne une section f(s) non nulle de det(E )⊗−adn ⊗OS L ⊗d. On peut donc
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conclure car, par définition, hP(Eρ),O(1)(P ) = deg(L ) et donc

deg(L )− a

n
deg(E ) = deg(det(E )⊗−adn ⊗OS L ⊗d)

d
≥ 0

par l’existence de f(s).

Remarque 3.2.15. Ce résultat généralise partialement le Theorem III de [Bos94]
dans ce sens : si Z est un cycle effectif de P(E ), on peut lui associer son point de
Chow [ΦZ ] ∈ P(Fd,δ(E )), où Fd,δ(E ) := Symδ(E )⊗d, d ≥ 1 est la dimension de Z
et δ = degK(ZK). En utilisant la Proposition 1.2 de [Bos94], on peut dire que si Z
est plat sur C , alors

hP(Fd,δ(E )),OE (1)([ΦZ ]) = hOE (1)(Z) := degk(c1(OE (1))d · [Z]),

où OE (1) := OP(E )(1). Donc, si Z est plat sur C , on obtient le Theorem III en
appliquant 3.2.13 avec la représentation canonique ρ : GL(n, S)→ GL(Fd,δ(OS)),
qui est homogène de degré dδ.

La changement de signe est dû au fait que dans celle article on n’utilise pas la
convention de Grothendieck par la construction des fibrés projectif, mais la duale,
i.e. P(E ) := Proj(SymOS

(Ě )).

Remarque 3.2.16. Avec les notations du théorème, soient K ′ une extension finie
séparable de K ′, C ′ la normalisation de C en K et supposons que P soit un C ′-
point et pas forcement un C -point. D’après 3.2.5, on peut appliquer le théorème
à la représentation ρ′ : GL(n,C ′)→ GL(π∗F ) pour obtenir

hP(Eρ),OE (1)(P ) ≥ a · deg E

rk E
.

Remarque 3.2.17. Avec les notations du théorème, soient Ksep une clôture sépa-
rable de K, P ∈ Pr−1(Ksep), K ′ le corps de définition de P et C ′ la normalisation
de C dans K ′. En étant C ′ normal et P(Eρ) projectif sur C , il existe un C ′-point
P dont fibre générique est P .

D’après ces deux remarques, on peut formuler 3.2.13 de la façon suivante :

Corollaire 3.2.18. Avec les mêmes notations de 3.2.13, supposons que P ∈
Pr−1
K (Ksep) soit semi-stable par l’action de SL(n,Ksep) induite par ρ. Alors pour
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tout fibré vectoriel E de rang n on a que

hP(Eρ),OE (1)(P ) ≥ a · deg E

rk E
.

3.3 Le cas arithmétique

3.3.1 Représentations compactifiées
Dans cette section, on va construire l’analogue en géométrie d’Arakelov du Eρ

de la section précédente, i.e. E et Eρ doivent être fibrés vectoriels compactifiés.
Pour faire ça, on doit rajouter des donnés à la définition de représentation linéaire
algébrique. Dans ce qu’il suit, K sera un corps de nombres, oK son anneau des
entiers et S = Spec oK .

Définition 3.3.1. Soient F = (F , H) un fibré vectoriel hermitien sur S et ρ :
GL(n, S)→ GL(F ) une représentation linéaire algébrique. On dit que ρ = (ρ,F )
est une représentation linéaire algébrique compactifiée si Hσ est une forme hermi-
tienne U(n,C)-invariant pour tout σ ∈ Σ.

Soit ρ = (ρ,F ) une représentation linéaire algébrique compactifiée et E un
fibré vectoriel hermitien de rang n. En oubliant les structures hermitiens, on peut
construire Eρ. Ce qu’on fait est de rajouter à Eρ,σ une forme hermitienne HE ,σ telle
que HE ,σ = HE ,σ. On pourrai procéder de façon naïve, sans utiliser l’invariance
par Un(C) : en reprenant les notations de 3.2.1, on fixe i0 ∈ I, on met sur Gi0,σ

la forme hermitienne hσ et on la transporte sur les autres Gi grâce au morphismes
ρ(ϕi0i). Le problème est que cette construction dépend des choix des bases αi et
de i0.

Remarque 3.3.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur C et H (V )
l’ensemble des formes hermitiennes sur V . Si on fixe H ∈ H (V ) alors on a un
isomorphisme εH : H (V ) ' GL(V )/U(H) dépendant du choix de H.

Soient (V,H) et (V ′, H ′) deux espaces hermitiens et ρ : GL(V ) → GL(V ′)
un morphisme de groupes. En plus, supposons que H ′ soit U(H)-invariant, i.e.
ρ(U(H)) ⊂ U(H ′). Le morphisme ρ induit donc un morphisme ρ : GL(V )/U(H)→
GL(W )/U(H ′) d’espaces homogènes. On peut alors définir un morphisme ηρH,H′ :
H (V )→H (V ′) par ηρH,H′ := ε−1

H′ ◦ ρ ◦ εH .
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Si (V,H) est un espace hermitien de dimension finie sur C. Le choix d’une base
ortonormale de V donne un isomorphisme H (V ) 'H (Cn) où n = dimC V .

Construction 3.3.3. Soient F = (F , HF ) un fibré vectoriel hermitien, ρ =
(ρ,F ) une représentation linéaire algébrique compactifiée et E = (E , HE ) un fibré
vectoriel hermitien sur S de rang n. On va construire un fibré vectoriel hermitien
E ρ de rang n dont faisceau de support est Eρ : il s’agit donc de définir la structure
hermitienne. En reprenant les notations de 3.2.1, E se trivialise sur Si par des iso-
morphismes αi et avec morphismes de transition ϕij. Ils induit des isomorphismes
αiρ : Gi = F |Si → Eρ|Si et morphismes de transition ρ(ϕij) : Gi|Sij → Gj|Sij . Si
σ ∈ Σ, alors (αi)σ : Cn → Eσ et (ϕij)σ ∈ GL(n,C). Pour définir une forme her-
mitienne sur Eρ,σ il s’agit de donner une forme hermitienne sur Gi,σ pour chaque
i, compatible avec les morphismes de transition, i.e. les ρ(ϕij) deviennent des
isomorphismes d’espaces hermitiens. Soit ϑ : Cn → Eσ l’isomorphisme induit
par le choix d’une base de Eσ ortonormale par gσ. Si on pose ωi ∈ GL(n,C)
comme le morphisme tel que ϑ = αi ◦ ωi, alors ωi = ωj ◦ (ϕij)σ. Maintenant,
comme HF ,σ est U(n,C)-invariante, par le remarque ci-dessus, on peut construire
η = ηρHcan,HF,σ

: H (Cn) → H (Fσ), où Hcan est la forme hermitienne canonique
sur Cn, c’est-à-dire celle qui a par base ortonormale la base standard e1, . . . , en. On
définit donc sur Gi,σ la forme hermitienne HGi,σ := η(ωi). Comme ωi = ωi ◦ (ϕij)σ,
les HGi,σ sont compatible aux morphismes de transition et elles définissent une
forme hermitienne HEρ,σ sur Eρ,σ.

Comme HF ,σ est U(n,C)-invariante, HEρ,σ ne depend pas de la base ortonor-
male ϑ. On vérifie aussi que cette construction ne depend pas des trivialisations
αi choisies.

3.3.2 Le théorème dans le cas arithmétique
Théorème 3.3.4. Soient ρ = (ρ : GL(n, S) → GL(F ),F ) une représentation
linéaire algébrique compactifiée homogène de degré a et E un fibré vectoriel hermi-
tien de rang n sur S. Soit P ∈ P(Eρ)(S) telle que sa restriction au point générique
ξ soit semi-stable par l’action de SL(n,K). Alors il existe une constant C qui
dépend seulement de ρ telle que

hP(Eρ),O(1)(P ) ≥ a

[K : Q] ·
d̂eg(E )
rk(E ) + C.
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Démonstration. Soit f1, . . . , fN un ensemble de générateurs de SymK(Fξ)SL(n,K).
On peut supposer qui ils soient homogènes et, à moins de éliminer les dénomi-
nateurs, qu’ils appartiennent à SymoK

(F (S)). Notons que pouvoir éliminer les
denominateurs est en fait l’argument qui nous permet de faire pas l’hypothèse,
dans le cas géométrique, que ρ soit induite par une représentation sur k. On pose

‖fi‖σ := sup
x∈V(F )σ(C)

|fi(x)|σ
|x|deg(fi)

σ

et cσ := max
i=1,...,N

‖fi‖
1

deg(fi)
σ ,

où on considère les fi comme éléments de SymK(Fξ)⊗K C (à travers σ : K ↪→ C).
Le point P correspond à une surjection de OS-modules Eρ → L → 0, où L :=
P ∗OP(Eρ)(1). Ce dernier a une structure hermitien canonique, i.e. celle induite
par OP(Eρ)(1) : elle est la même de la metrique quotient induite par la surjection
E → L . On désigne par L le faisceau inversible L muni de cette metrique. En
dualisant et en tensorisant par L , on obtient la suite exacte de fibrés hermitiens
sur S suivante

0→ OS
ϕ−→ Ě ρ ⊗OS L ,

où OS désigne le fibré vectoriel (OS, |1|σ = 1). Le point P correspond, donc, à la
section s = ϕ(1) ∈ Γ(S, Ěρ ⊗OS L ) qui, pour l’isometrie ci-dessus, est de norme
1 pour tout σ. Comme P est semi-stable par l’action de SL(n,K), un des fi,
disons f , est tel que fi(sξ) 6= 0. Par 3.2.11, f(s) est une section non nulle de
det(E )⊗−adn ⊗L ⊗d, où d = deg f . Puisque |s|σ = 1 pour tout σ, |f(s)|σ ≤ cdσ et on
peut, finalement, conclure en calculant hP(Eρ),O(1)(P ) := 1

[K:Q] d̂eg(L ) :

d̂eg(L )− a · d̂eg(E )
rk E

=
d̂eg

(
det(E )⊗−adn ⊗OS L

⊗d)
d

= 1
d

log #
det(E )⊗−adn ⊗OS L

⊗d

f(s)OS

− 1
d

∑
σ∈Σ

log |f(s)|σ

≥ −1
d

∑
σ∈Σ

log |f(s)|σ ≥ −
∑
σ∈Σ

log cσ.

En posant C := − 1
[K:Q]

∑
σ∈Σ log cσ on obtient le résultat.

Remarque 3.3.5. Analoguement au cas géométrique, ce théorème généralise le
Theorem I dans [Bos94]. Comme on a fait pour le cas géométrique, à un cycle
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effectif Z ⊂ P(E ) on associe sa forme de Chow ΦZ ∈ Γ(S, Fd,δ(Ě )⊗L ). La Pro-
position 1.3 dans le même article dit que si on met sur L la structure hermitienne
qu’on a mis dans la preuve, alors

d̂eg(L ) = hOE (1)(Z) + [K : Q]δε(Z),

où hOE (1)(Z) := d̂eg(ĉ1(OE (1))d | Z), OE (1) := OP(E )(1) et |ε(Z)| ≤ d
2 log n. Alors

3.3.4 affirme que

hOE (1)(Z) ≥ dδ

[K : Q] ·
d̂eg(E )
rk(E ) + (C − [K : Q]δε(Z))

car, comme avant, Fd,δ(E ) est une représentation linéaire algébrique compactifiée
homogène de degré dδ. Le changement de signe est encore dû à la convention sur
la définition de P(E ).

Comme on a fait dans le cadre géométrique, on peut reformuler 3.3.4 de la
façon suivante :

Corollaire 3.3.6. Avec les mêmes notations de 3.3.4, supposons que P ∈ Pr−1
K (K)

soit semi-stable par l’action de SL(n,K) induite par ρ. Alors il existe une constant
C dépéndant seulement de ρ telle que pour tout fibré vectoriel E de rang n on a

hP(Eρ),OE (1)(P ) ≥ a

[K : Q] ·
d̂eg E

rk E
+ C.

3.3.3 Une réciproque dans le cas arithmétique

Dans le cas arithmétique on a aussi une réciproque au 3.3.4 :

Théorème 3.3.7. Soit ρ = (ρ : GL(n, S) → GL(F ),F ) une représentation
linéaire algébrique compactifiée homogène de degré a, où F est un fibré hermitien
de rang r. Soit P un K-point de Pr

K qui ne soit pas semi-stable par l’action de
SL(n,K). Alors il existe une extension finie L de K telle que

inf
E fibré

hermitien sur oL

hP(Eρ),O(1)(P ) = −∞
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Remarque 3.3.8. En effet, ce de qu’on a besoin dans la preuve est que L a au
moin un plongement complexe, car a priori il n’y a pas des sous-groupes déstabli-
sants R-rationnels. Si K a déjà un plongement complexe on peut prendre K = L,
autrement il faut faire une extension de degré 2. Cependant il y a un théorème de
Kempf [Kem78] qui dans cette situation affirme qu’il existe un sous-groupe désta-
blisant K-rationnel et, en l’utilisant, on n’est pas obligé à prendre une extension
de K.

De toute façon, on prouve l’énoncé qu’on a donné pour utiliser seulement les
outils qu’on possède.

Supposons que X ↪→ Pr
C soit une varieté projective sur C et H soit une forme

hermitienne sur Cr+1.

Proposition 3.3.9. Soit x un point fermé deX, alors, avec les notations de 1.1.29,
x est semi-stable si et seulement si

inf
g∈G(C)

‖g · x̂‖H 6= 0

pour un (et donc pour tous) point x̂ au-dessus de x.

Démonstration. D’après la proposition 1.1.34, il faut juste comparer la topologie
de Zariski et analytique sur X̂(C). La topologie analytique est celle induite par H
(qu’on peut supposer la métrique standard) par l’inclusion X̂(C) ↪→ Ar+1(C). Or,
notons que les adhérences de G · x̂ par rapport respectivement à la topologie de
Zariski et à la topologie analytique coïncident, car l’orbite G · x̂ est Zariski-ouverte
dans son adhérence (rappelons que les fermés de Zariski avec intérieure vide par
la topologie de Zariski ont intérieure vide aussi par la topologie analytique). En
conclusion, 0 appartient à l’adhérence de G · x̂ si et seulement si

inf
g∈G(C)

‖g · x̂‖H = 0.

De consequence, x est semi-stable si et seulement, au varier de g en G(C), la
fonction log ‖g · x̂‖H est borné inférieurement. Autrement dit, si on définit pour
g ∈ G(C) la forme hermitienne Hg := H(g · −, g · −), x est semi-stable si et
seulement si

log ‖x̂‖Hg
‖x̂‖H

= log ‖g · x̂‖H
‖x̂‖H
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est bornée inferieurement au varier de g en G(C). En plus, cette fonction, en
étant indépendant du représentant x̂ choisi, définit une fonction continue µ :
G(C)×X(C)→ R et x est donc semi-stable si et seulement si µ(−, x) est bornée
inférieurement. La preuve de 3.3.7 devient or triviale :

Démonstration de 3.3.7. Soit E = (E , {Hσ}) un fibré hermitien quelconque : on
pose, analoguement à ci-dessus, E g = (E , {Hgσ}) avec gσ ∈ SL(n,C) tel que gσ =
gσ. C’est facile à vérifier que si {Hρ,σ}σ sont les formes hermitiennes associées à E ρ,
alors {Hρ,σ(g ·−, g ·−)} sont celles associées à (E g)ρ. On prend une extension finie
L de K avec au moin un plongement complex τ : K ↪→ C et on pose gσ = id pour
σ 6= τ, τ et gτ = gτ . Maintenant µ(gτ , τ(x)) = µ(gτ , τ(x)) pour tout gτ ∈ SL(n,C)
et, puisque

hE g
(x) = hE (x) + 2

[L : Q]µ(gτ , x),

on peut conclure par la proposition précédente.
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Une exemple

4.1 L’inégalité de Liouville
Le point de départ de l’approximation diophantienne est probablement l’énoncé

suivant dû a Liouville :

Théorème 4.1.1. Soit α un nombre réel algébrique de degré d ≥ 2, alors il existe
une constant C dependant seulement de α (et ses conjugués) telle que∣∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣∣ ≥ C

qd

pour tout p
q
∈ Q, p et q premiers entre eux.

La preuve est vraiment simple : soit f un polynôme irreductible à coefficients
en Z tel que f(α) = 0. Étant irreductible, il est un multiple du polynôme minimal
et donc f(p

q
) 6= 0 pour tout p

q
∈ Q. En particulier qdf(p/q) est un entier non nul

et donc ∣∣∣∣∣f
(
p

q

)∣∣∣∣∣ ≥ 1
qd
.

D’autre coté, on peut supposer
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1 et en developpant en serie de Taylor
autour α, on obtient∣∣∣∣∣f

(
p

q

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
d∑
i=1

f (i)(α)
(
p

q
− α

)i∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣pq − α

∣∣∣∣∣C−1

où C−1 = ∑d
i=1 |f (i)(α)|.
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4.1.1 Une preuve nouvelle
On va voir comme on peut déduire un énoncé analogue à l’inégalité de Liouville

en utilisant la bornée des hauteurs qu’on a prouvée.

Remarque 4.1.2. Soit H0 la métrique hermitienne standard sur C2, c’est-à-dire
celle qui a comme base ortonormale e1 =

(
1
0

)
et e2 =

(
0
1

)
. On définit une métrique

sur P1(C) de la façon suivante : si x, y ∈ P1(C) et x̂, ŷ sont des représentants,
alors on pose

dP1(x, y) := ‖x̂ ∧ ŷ‖0
‖x̂‖0‖ŷ‖0

,

où

‖x̂ ∧ ŷ‖20 = det
H0(x̂, x̂) H0(x̂, ŷ)
H0(ŷ, x̂) H0(ŷ, ŷ)

 =

∣∣∣∣∣∣det
x̂0 ŷ0

x̂1 ŷ1

∣∣∣∣∣∣
2

.

Clairement la métrique dP1 ne dépend pas du choix des représentants x̂ et ŷ. Il
suit directement de la définition que

0 ≤ dP1(x, y) ≤ 1

pour tout x, y ∈ P1(C). Si ξ, η ∈ C, on écrira dP1(ξ, η) plutôt de

dP1((1 : ξ), (1 : η)) = |ξ − η|
(1 + |ξ|2)(1 + |η|2) .

Soient α un nombre réel algébrique de degré d ≥ 2, f le polynôme minimal de
α, ϑ1, . . . , ϑd les racines de f dans une fixée clôture algébrique Q de Q et α1, . . . , αn

le racines de f en C avec α1 = α. L’énonce qu’on va prouver est le suivant :

Théorème 4.1.3. Avec les notations ci-dessus, il existe une constant C dependant
seulement de α (et ses conjugués) telle que

log dP1(α, x) ≥ C − dh0(x)

pour tout x ∈ P1(Q), où h0 est la hauteur sur P1 associée à la métrique hermitienne
standard.

Remarque 4.1.4. Si on prend x = (1 : p/q) avec p/q ∈ Q, on a

dP1(α, x) =

∣∣∣α− p
q

∣∣∣
‖(1, p/q)‖0‖(1, α)‖0
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et si p/q est assez proche à α (qui est le cas intéressant), alors ‖(1, p/q)‖0 est proche
de ‖(1, α)‖0. On obtient, donc, qu’il existe un constant C ′ dépendant seulement
de α et ses conjugués telle que

log
∣∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣∣ ≥ C ′ − dh0(1 : p/q),

qui montre l’analogie avec l’inégalité de Liouville.
En plus, si on prefère, le théorème peut être énoncé avec la hauteur de Weil –

c’est à dire hWeil(1 : p/q) = max{|p|, |q|} si p et q sont des entiers premiers entre
eux – car la différence entre h0 et hWeil est bornée indépendantement de α et p/q.

On passe à la démonstration de l’inégalité. Considérons dans P1
Q le cycle Z =∑d

i=1

(
1
ϑi

)
+ dx : ce cycle est de degré 2d et on peut le voir comme un point de

P(Sym2d(Q2)) en lui associant le polynôme homogène

t2d0 f
(
t1
t0

)
(x1t0 − x0t1)d,

où x = (x0 : x1) avec x0, x1 ∈ Q. Dans la suite on prendera toujours x̂ = (x0, x1)
comme représentant de x. Comme tous points sont répétés au plus d = degZ

2 ,
alors, d’après 1.1.37, Z est semistable par l’action de SL(2,Q) sur V(Sym2d(Q2)),
induite par la représentation ρ : GL(2,Z)→ GL(Sym2d(Z2)). Maintenant on pose
E := Z2 : dans la suite toutefois qu’on aura une métrique sur E , sur Sym2d(Z2) on
considéra la métrique canonique induite, i.e. la métrique quotient par la surjection
canonique (Z2)⊗2d → Sym2d(Z2) (qui rend ρ une représentation compactifiée).

Pour i = 0, 1, désignons par E i le fibré hermitien (E , Hi), où H0 est la métrique
standard sur C2 et H1 est la métrique de matrice

α2

‖(1,α)‖2
0

+ x2
1

‖x̂‖2
0

−
(

α
‖(1,α)‖2

0
+ x0x1
‖x̂‖2

0

)
−
(

α
‖(1,α)‖2

0
+ x0x1
‖x̂‖2

0

)
1

‖(1,α)‖2
0

+ x2
0

‖x̂‖2
0

 .
En termes de norme, si v = (v0, v1) est un vecteur de C2, alors

‖v‖21 = ‖(1, α) ∧ v‖20
‖(1, α)‖20

+ ‖x̂ ∧ v‖
2
0

‖x̂‖20

Dans la suite on désignera par hi la hauteur associée à E i, pour i = 0, 1. En
calculant le déterminant de la matrice par laquelle est définie, on a que H1 est une
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métrique de covolume dP1(α, x)2. En appliquant 3.3.4, on obtient qu’il existe une
constant C (indépendante de la métrique choisie) telle que

h1(Z) ≥ d log dP1(α, x) + C.

D’autre coté on a
h1(Z) ≤

d∑
i=1

h1(1 : ϑi) + dh1(x),

parce que si g, g′ sont deux polynômes homogènes, alors ‖g · g′‖1 ≤ ‖g‖1‖g′‖1.
Notons aussi que, étant E i un fibré hermitien défini sur Z, alors h1(1 : ϑi) = h1(1 :
ϑj) pour tout i, j, car ils sont conjugués. Enfin,

d∑
i=1

h1(1 : ϑi) + dh1(x) = d
[
h1(1 : ϑ) + h1(x)

]
,

en posant, par exemple, ϑ = ϑ1. En plus, si K est un corps de nombres et y ∈
P1(K), on a que h1(y) = h0(y) + ϕ(y) avec

ϕ(y) =
∑

σ:K↪→C
log ‖σ(ŷ)‖1
‖σ(ŷ)‖0

,

où ŷ est un représentant de y. On a obtenu

d
[
h0(x) + h0(1 : ϑ) + ϕ(x) + ϕ(1 : ϑ)

]
≥ d log dP1(α, x) + C (4.1)

On calcul la fonction ϕ :

ϕ(1 : ϑ) = 1
d

log dP1(α, x) + 1
2d

d∑
i=2

log
[
dP1(α, αi)2 + dP1(x, αi)2

]
ϕ(x) = log dP1(α, x)

Donc

d
[
ϕ(x) + ϕ(1 : ϑ)

]
= (d+ 1) log dP1(α, x) + 1

2

d∑
i=2

log
[
dP1(α, αi)2 + dP1(x, αi)2

]
.

Notons que
d∑
i=2

log
[
dP1(α, αi)2 + dP1(x, αi)2

]
≤ (d− 1) log 2

et donc (4.1), par cette majoration et en changeant la constant C, devient

log dP1(α, x) + dh0(x) + dh0(1 : ϑ) ≥ C ′.

On termine en notant que h0(1 : ϑ) est une constante dépendante seulement de α
et ses conjugués.



Annexe A

Les critères valuatifs de
séparation et propreté

A.1 Lemmes préparatoires

Soient k un corps, f : X → Y un morphisme entre schémas de type fini sur
k et X1, . . . , Xn les composantes irréductibles de X. Si f(Xi) est de dimension 0
pour tout i, alors f(X) est fermé. Donc si y est un point fermé appartenant à
l’adhérence de f(X) et s’il existe i tel que y ∈ f(Xi) et f(Xi) est de dimension 0,
alors y ∈ f(X).

Lemme A.1.1. Soient k un corps, f : X → Y un morphisme entre schémas de
type fini sur k. Soit y un point fermé de Y appartenant à f(X) et supposons
que si y ∈ f(Xi) alors dim f(Xi) ≥ 1. Alors il existe un point η ∈ f(X) tel que
degtrk k(η) = 1 et y ∈ {η}.

En remplaçant Y par f(X), on peut supposer que f soit dominant. Comme
il existe i tel que y ∈ f(Xi), on peut aussi supposer que X (et donc Y ) soit
irréductible, de dimension supérieure ou égale à 1. En plus, étant f(X) une partie
constructible et dense en Y , il existe un ouvert V de Y qui est contenu dans f(X).
On se ramène donc à l’énoncé suivant :

Lemme A.1.2. Soit X un schéma irréductible de type fini sur un corps k, de
dimension supérieure ou égale à 1. Si U est un ouvert de X et x ∈ X, il existe un
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point ξ ∈ U tel que degtrk k(ξ) = 1 et x ∈ {ξ}.

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension d deX. Soient dimX =
1 et ξ le point générique de X : ξ ∈ U et x ∈ {ξ} car {ξ} est dense en X. En plus
degtrk k(ξ) = 1 car dimX = 1.

Supposons, donc, d > 1 et que l’énoncé soit vrai en dimension d− 1 : on va le
prouver en dimension d. J’affirme qu’il existe un point η de codimension 1 tel que
η ∈ U et x ∈ {η} : comme le complémentaire F = X − U de U est fermé, il n’y
en a qu’un nombre fini de points de codimension 1 appartenant à F et il y a un
nombre infini de point de codimension 1 contenants x [cf. remarque ci-dessous].
On applique, finalement, l’hypothèse de récurrence à {η} qui est de dimension
d− 1.

Remarque A.1.3. Soit X comme dans les hypothèses du lemme et dimension
d ≥ 2 : on veut montrer que si x est un point fermé de X, alors il y a une infinité
de points de codimension 1 qui se spécialisent à x.

Commençons par montrer que si on a un morphisme fini et dominant f :
X → Y et Y a cette propriété alors aussi X l’a. En fait si y = f(x) et η est
un point de codimension 1 tel que y ∈ {η}, alors tout ξ ∈ f−1(η) (la fibre en η

n’est pas vide car f est surjectif) sont de codimension 1 dans X par le théorème
de Cohen-Seidenberg. Clairement, en prenant un voisinage affine de x, on peut
suppose que X soit affine. Alors, par le théorème de normalisation de Noether, on
a un morphisme fini dominant X → Ad

k, où d est la dimension de X : on est donc
ramené à le montrer pour l’espace affine Ad

k, avec d ≥ 2.

Si le corps k est algébriquement clos, c’est clair en prenant les hyperplanes
passants par x (qui sont un nombre infini car k est infini). Si k n’est pas algébri-
quement clos il faut noter que π : Ad

k
→ Ad

k envoie points de codimension 1 en
points de codimension 1 et π est un morphisme à fibres finies.

Lemme A.1.4. Soient k un corps, f : X → Y un morphisme entre schémas
de type fini sur k et X1, . . . , Xn le composantes irréductibles de X. Soit y un
point fermé de Y appartenant à l’adhérence de f(X) et telle que si y ∈ f(Xi)
alors dim f(Xi) ≥ 1. Alors il existe un point ξ ∈ X tel que degtrk k(ξ) = 1,
degtrk k(ϕ(ξ)) = 1 et y ∈ {ϕ(ξ)}.
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Démonstration. D’après A.1.1, il existe un point η ∈ f(X) tel que degtrk k(η) = 1
et y ∈ {η}. La fibre Xη = X ×Y Spec k(η) est un schéma de type fini sur k(η).
Puisque Xη n’est pas vide, il existe un point fermé ξ : par le Nullstellensatz le corps
résiduel k(ξ) est une extension algébrique finie de k(η) et, donc, degtrk k(ξ) =
1.

Lemme A.1.5 ([Har77, Lemma 4.4]). Soit A un anneau de valuation de corps de
fractions K. Se donner un morphisme de SpecA vers X est équivalent à se donner
deux point x, y de X, avec x ∈ {y} et une inclusion k(y) ↪→ K telle que A domine
l’anneau local de x dans le sous-schéma Z = {y} avec sa structure réduite.

A.2 Le critère valuatif de séparation
Théorème A.2.1. Soit f : X → Y un morphisme entre schémas de type fini sur
un corps k. Alors f est séparé si et seulement si pour tout extension finie k′ de k
et diagramme commutatif

SpecK

��

// X

f

��
SpecA //

88qqqqqqqq
Y

où A = k′[[t]] et K = k′((t)), il existe au plus un morphisme SpecA → X qui fait
commuter le diagramme.

Une implication est donnée par la version générale du critère [Har77, Theorem
4.3], donc on va montrer l’autre direction.

Démonstration. On doit montrer que l’image de X par la diagonale ∆ : X →
X ×Y X est fermée. Comme X ×Y X est encore un schéma de type fini sur k, il
faut seulement montrer que

∆(X) ∩ (X ×Y X)max = ∆(X) ∩ (X ×Y X)max,

où (X ×Y X)max désigne les points fermés de X ×Y X. Soit donc x un point
fermé de ∆(X) : si y ne satisfait pas les hypothèses de A.1.1 alors y ∈ ∆(X). On
peut supposer que y satisfait les hypothèses de A.1.1 et, donc, par ce lemme, il
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existe ξ ∈ ∆(X) tel que degtrk k(ξ) = 1 et x ∈ {ξ}. Considérons le sous-schéma
Z = {ξ} avec sa structure réduite : comme degtrk k(ξ) = 1, Z est une courbe.
Si on prend la normalisation Z̃ de Z en K = k(ξ) et x̃ un point au-dessus de
x, on a que A = O

Z̃,x̃
⊂ K est un anneau de valuation discrète qui domine

OZ,x. Si on passe à la complétion Â de A (resp. K̂ de K) par la valuation de A,
on a que Â domine OZ,x en K̂ (vu comme sous-anneau de K̂ par le morphisme
OZ,y ↪→ A ↪→ Â). Maintenant, par le théorème de structure de Cohen des anneaux
locaux complétés [Eis99, Theorem 7.7], on obtient qu’il existe une extension finie
k′ de k et t ∈ A tels que Â ' k′[[t]] et K̂ ' k′((t)). Par le lemme A.1.5 on a
un morphisme Spec Â → X ×Y X qui envoie le point fermé en x et le point
générique en ξ. En composant avec le projections p, q, on obtient deux morphismes
de Spec Â vers X, qui donnent le même morphisme vers Y et dont restriction au
point générique Spec K̂ sont la même, car ξ ∈ ∆(X).

Spec K̂

��

// X

f

��
Spec Â //

99rrrrrrrrrrrrrrrr

99rrrrrrrrrrrrrrrr
Y

Par la condition dans l’énoncé les deux morphismes de Spec Â vers X doivent être
le même. Donc, le morphisme Spec Â → X ×Y X doit se factoriser à travers la
diagonale et x ∈ ∆(X), comme on voulait montrer.

A.3 Le critère valuatif de propreté
Théorème A.3.1. Soit f : X → Y un morphisme entre schémas de type fini sur
un corps k. Alors f est propre si et seulement si pour tout extension finie k′ de k
et diagramme commutatif

SpecK

��

// X

f

��
SpecA //

88qqqqqqqq
Y

où A = k′[[t]] et K = k′((t)), il existe un unique morphisme SpecA → X qui fait
commuter le diagramme.
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Une implication est donnée par la version générale du critère [Har77, Theorem
4.6], donc on va montrer l’autre direction. On va utiliser le lemme suivant pour se
raméner à prouver que f est universellement fermé seulement par changement de
base Y ′ → Y de type fini.

Lemme A.3.2 ([EGA II, Corollaire 5.6.2]). Soient Y un schéma localement noe-
thérien, f : X → Y un morphisme séparé et de type fini. Pour que f soit propre,
il faut et il suffit que pour tout changement de base de type fini Y ′ → Y , le
morphisme f ′ : X ′ := X ×Y Y ′ → Y ′, obtenu par changement de base, soit fermé.

Démonstration. Pour montrer que f est propre, on doit seulement montrer que f
est universellement fermé, car f est de type fini par hypothèse et séparé par A.2.1.
Soient, d’après A.3.2, Y ′ → Y un morphisme de type fini et f ′ : X ′ := X ×Y Y ′ →
Y ′ le morphisme obtenu par changement de base. Soit F une partie fermée de X ′

avec sa structure réduite. On doit montrer que f ′(F ) est fermé dans Y ′. Notons
que f ′ est encore un morphisme entre schémas de type fini sur k et donc aussi la
restriction de f ′ à F l’est. Donc on est ramené à montrer que

f ′(F ) ∩ Ymax = f ′(F ) ∩ Ymax,

où Ymax désigne l’ensemble des points fermés de Y . Soit, donc, y ∈ f ′(F ) un point
fermé : si y ne satisfait pas les hypothèse de A.1.4, alors y ∈ f ′(F ) ; autrement,
par ce lemme, il existe ξ ∈ F tel que y ∈ {ξ} et degtrk k(ξ) = 1. Soit Z = {ϕ(ξ)}
avec sa structure réduite, Z̃ sa normalisation en K = k(ξ) et ỹ un point au-dessus
de y : l’anneau local A = O

Z̃,ỹ
est de valuation discrète et il domine OZ,y dans K.

En passant à la complétion par la valuation de A, on obtient que Â domine OZ,y

dans K̂. Par le lemme A.1.5 on a un morphisme de Spec Â vers X, qui envoie le
point générique en ϕ(ξ) et le point fermé en y, et un morphisme SpecK vers X
qui forment le diagramme commutatif suivant

Spec K̂ //

��

Z

f

��
Spec Â // Y ′

En composant avec les morphismes Z → X ′ → X et Y ′ → Y , on obtient des
morphismes Spec K̂ → X et Spec Â auxquels on peut appliquer la condition dans
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l’énoncé car, par le théorème de structure des anneaux locaux complétés de Cohen
[Eis99, Theorem 7.7], il existe une extension finie k′ de k et t ∈ A telle que Â ' k′[[t]]
et K̂ ' k′((t)). Il y a, donc, un morphisme Spec Â → X qui fait commuter le
diagramme. Comme X ′ est le produit fibré de X et Y ′, le morphisme se relève à
Spec Â→ X ′. Puisque Z est fermé et le point générique de Spec Â est envoyé sur
ξ, alors ce morphisme se factorise à travers l’immersion fermée Z ↪→ X. Soit x
l’image du point fermé de Spec Â, alors f ′(x) = y, comme on voulait montrer.
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