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3.3 La multiplicité galoisienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Chapitre 1

Introduction

Dans [21], Fontaine et Mazur ont fait la conjecture suivante :

Conjecture 1.0.1. (Fontaine-Mazur) : Soit F un corps de nombres. Une représen-
tation p-adique irréductible de GF est géométrique si et seulement si elle est isomorphe
à un sous-quotient de Hi

ét

(
XQ,Qp(r)

)
⊗Qp E où i, r ∈ Z et X est un schéma propre et

lisse sur F .

Un cas particulier de cette conjecture est aussi connu sous le nom de conjecture de
Fontaine-Mazur :

Conjecture 1.0.2. (Fontaine-Mazur)’ : Soit ρ : GQ → GL2(E) une représentation
irréductible géométrique qui n’est pas une tordue à la Tate d’une représentation paire
de GQ se factorisant par une extension finie de Q. Alors ρ ' ρf (r) où f est une forme
modulaire parabolique et r ∈ Z.

La première approche de la conjecture de Fontaine-Mazur a été donnée par Wiles et
Taylor [37], [36]. Ils ont montré comment déduire la modularité d’une certaine classe de
représentations galoisiennes p-adiques à partir de la connaissance de la modularité de
leur réduction modulo p. Ensuite, d’autres arithméticiens ont établi des théorèmes de
relèvement de modularité pour les représentations potentiellement Barsotti-Tate et, plus
généralement, des représentations de poids de Hodge-Tate petits [16], [15],[8]. Un point
crucial de ces articles est que pour prouver un théorème de relèvement de modularité, il
suffit de montrer qu’un certain anneau local de déformation est formellement lisse. Dans
[8] Breuil, Conrad, Diamond et Taylor ont considéré des représentations potentiellement
Barsotti-Tate et ils ont énoncé une conjecture qui prédit quand l’anneau de déforma-
tion local associé est formellement lisse. Cette conjecture a été généralisée par Breuil et
Mézard dans [10]. Rappelons brièvement son énoncé. Considérons les données suivantes :

i. k est un entier > 2 ;
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2 Chapitre 1. Introduction

ii. τ : Gal(Qp/Qnr
p )→ GL2(Qp) est une représentation de noyau ouvert qui s’étend à

Gal(Qp/Qp) (où Gal(Qp/Qnr
p ) est le sous-groupe d’inertie) ;

iii. ρp : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp) est une représentation de noyau ouvert satisfaisant
EndFp[Gal(Qp/Qp)](ρp) = Fp.

Soit O l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp dans Qp tel que τ soit à va-
leurs dans GL2(O) et ρp à valeurs dans GL2(O/mO). Mazur a montré qu’il existe une
O-algèbre locale noethérienne complète R(ρp) de corps résiduel O/mO et une représen-
tation continue ρuniv

p : Gal(Qp/Qp) → GL2(R(ρp)) se réduisant modulo l’idéal maximal
de R(ρp) sur ρp et possédant la propriété d’être une déformation universelle de ρ. On
montrera ce résultat de Mazur dans la section 3.2 en suivant [17].
Dans l’article [10], Breuil et Mézard ont conjecturé (pour k < p) que les déformations de
type (k, τ, ψ) sont paramétrées par un quotient Rψ(k, τ, ρ) de R(ρ) puis ils ont conjec-
turé la “taille” de Rψ(k, τ, ρ). Notons µgal(k, τ, ρ) la multiplicité de Hilbert-Samuel de
Rψ(k, τ, ρ) ⊗ O/mO. L’idée est que l’entier µgal(k, τ, ρ), purement galoisien, peut être
prédit par l’étude de certaines représentations p-adiques de GL2(Zp). Plus précisément,
dans l’appendice à [10], Henniart montre que l’on peut toujours associer à τ une unique
représentation d’image finie σ(τ) de GL2(Zp) (sur Qp) caractérisée par le fait suivant :
si π est une représentation lisse irréductible de dimension infinie de GL2(Qp) telle que la
restriction à l’inertie de la représentation de Weil-Deligne associée à π par la correspon-
dance locale de Langlands est isomorphe à τ , alors π contient σ(τ) (lorsque l’on restreint
π à GL2(Zp)). On définit alors la représentation p-adique de GL2(Zp) suivante :

σ(k, τ) := σ(τ)⊗Qp Symk−2(Q2
p).

Il s’agit d’une représentation de dimension finie de GL2(Zp), donc elle contient un O-
réseau Lk,τ , stable sous l’action de GL2(Zp). On a :

(Lk,τ ⊗O F)ss ∼→
⊕
n,m

σa(n,m)
n,m

où σn,m = SymnF2 ⊗ detm avec n ∈ {0, 1, . . . , p− 1} et m ∈ {0, 1, . . . , p− 2}. On pose

µaut = µaut(k, τ, ρ) :=
∑
n,m

a(n,m)µm,n(ρ)

où µ(n,m)(ρ) est un entier positif bien défini.
La conjecture de Breuil-Mézard s’énonce alors ainsi :

Conjecture 1.0.3. (Breuil-Mézard-Kisin) µgal(k, τ, ρ) = µaut(k, τ, ρ).

Dans [26], Kisin a montré que l’égalité est vraie lorsque l’hypothèse suivante est satis-
faite :
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Hypothèse 1.0.4. Soit E′ une extension finie de Qp. Soit V un E′-espace vectoriel de
dimension 2 muni d’une action continue de GQp. Supposons que V soit potentiellement
semi-stable de type (k, τ, ψ). Il existe un OE′-réseau admissible Π à caractère central ψ
tel que V(Π)⊗OE′ E

′ ∼→ V et tel que σ(k, τ) ↪→ Π⊗OE′ E
′ soit une inclusion GL2(Zp)-

équivariante.

Dans ce travail on se propose de montrer le théorème suivant, qui établit une inégalité
entre les deux multiplicités précédemment introduites.

Théorème 1.0.5. Soit k un entier > 2 et ω le caractère cyclotomique modulo p. Soit
τ : IQp → GL2(E) un type galoisien et ψ : GQp → O× un caractère continu tel que
ψχ2−k

cyc |IQp∼ det τ .
Supposons que

ρ : GQp → GL2(F)

est soit absolument irréductible soit une extension non triviale de ω2 par ω1, où ω1, ω2 :
GQp → F× sont des caractères distincts avec ω1 6= ωω2.
Alors :

µgal(k, τ, ρ) 6 µaut(k, τ, ρ).

L’idée est de construire à partir de l’induite compacte indGL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
σ(k, τ) une “grosse”

représentation de GL2(Qp) sur laquelle Rψ(k, τ, ρ) agit via les coefficients. Cette repré-
sentation fera le lien entre µaut(k, τ, ρ) (liée à σ(k, τ)) et Rψ(k, τ, ρ)⊗ F.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Notations

Nous adopterons les notations suivantes :

Dans tout le rapport, p est un nombre premier impair. On fixe Qp une clôture algébrique
de Qp. On note GQp le groupe de Galois absolu de Qp et WQp le groupe de Weil. On
note IQp ⊂ GQp le sous-groupe d’inertie et Isauv

Qp le sous-groupe d’inertie sauvage. Soit
χcyc : GQp → Z×p le caractère cyclotomique p-adique.
On note Zp l’anneau des entiers de Qp et Fp le corps résiduel de Zp. On fixe F une
extension finie de Fp. On fixe aussi une extension finie totalement ramifiée E/W (F)[1/p]
d’anneau des entiers O dont on choisit une uniformisante π ∈ O, et un caractère continu
ψ : GQp → O×. Pour E′/E extension finie de E, on note OE′ l’anneau des entiers de E′

et πE′ une uniformisante de E′. On normalise les isomorphismes de la théorie du corps
de classes local de telle sorte que les Frobenius arithmétiques s’envoient sur les inverses
des uniformisantes.
On note G = GL2(Qp), K = GL2(Zp), K1 = Id+ pM2(Zp) et Z le centre de G que l’on
identifie à Q×p . On note aussi I ⊂ GL2(Zp) le sous-groupe d’Iwahori de G, composé des
matrices dont la réduction modulo p est triangulaire supérieure.

2.2 Induite compacte et opérateurs de Hecke

Soient H un sous-groupe ouvert et compact modulo Z de G et σ une représentation lisse
de H sur un F-espace vectoriel Vσ de dimension finie. On considère la représentation
indGHσ, qui est le F-espace vectoriel des fonctions

f : G→ Vσ

5



6 Chapitre 2. Préliminaires

localement constantes, à support compact modulo H et telles que f(hg) = σ(h)(f(g))
(h ∈ H, g ∈ G) sur lequel G agit par (g′f)(g) := f(gg′). Pour g ∈ G et v ∈ Vσ, on note
[g, v] : G→ Vσ l’élément de indGHσ qui vérifie les conditions suivantes :

[g, v](g′) · v = σ(g′g) si g′ ∈ Hg−1

[g, v](g′) = 0 si g′ ∈ Hg−1.

Autrement dit, [g, v] est l’unique élément de indGHσ à support surHg−1 tel que [g, v](g−1) =
v. On a g([g′, v]) = [gg′, v] et si h ∈ H, [gh, v] = [g, σ(h)v].

Lemme 2.2.1. Si f est un élément de indGHσ, on peut l’écrire sous la forme f =∑
i∈I [gi, vi] où I est un ensemble fini, gi ∈ G et vi ∈ Vσ.

Démonstration. Comme le support d’un tel élément f est compact modulo H, c’est une
union finie de classes à droite disjointes Hg−1

i . Il suffit donc de poser vi := f(g−1
i ).

Lemme 2.2.2. (Réciprocité compacte de Frobenius). Soit π une représentation lisse de
G sur F. Alors :

HomG(indGHσ, π) = HomH(σ, π|H).

Démonstration. L’image de Φ ∈ HomG(indGHσ, π) est donnée par v 7→ Φ([1H , v]) si v ∈
Vσ. L’image de φ ∈ HomH(σ, π|H) est donnée par Φ : [g, v] 7→ g(φ(v)) (g ∈ G, v ∈ Vσ).
Φ est uniquement déterminée par le Lemme 2.2.1.

Définition 2.2.3. L’algèbre de Hecke de indGHσ est :

H(H, σ) := EndG(indGHσ).

C’est une algèbre pour l’addition et la composition des endomorphismes. Elle n’est pas
commutative en général.

Lemme 2.2.4. (a) Le F-espace vectoriel H(H, σ) est naturellement isomorphe au F-
espace vectoriel HH(σ) des fonctions ϕ : G → EndFVσ à support compact modulo H

telles que :
ϕ(h1gh2) = σ(h1) ◦ ϕ(g) ◦ σ(h2)

pour tous h1, h2 ∈ H et g ∈ G. Si l’on note Tϕ l’opérateur correspondant à la fonction
ϕ, on obtient de manière explicite que pour tous g ∈ G et f ∈ indGHσ :

Tϕ(f)(g) =
∑

g′H∈G/H

ϕ(g′)f(g′−1g).

(b)En particulier, l’action de Tϕ sur [g, v] ∈ indGHσ est donnée par la formule suivante :

Tϕ([g, v]) =
∑

g′H∈G/H

[gg′, ϕ(g′−1)(v)].
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(c) Soient ϕ1, ϕ2 deux fonctions dans HH(σ).Alors Tϕ2 ◦ Tϕ1 = Tϕ2∗ϕ1 , où

ϕ2 ∗ ϕ1(g) :=

v 7→ ∑
y∈G/H

(ϕ1(y) ◦ ϕ2(y−1g))(v)

 .

Démonstration. (a) Par le Lemme de réciprocité compacte de Frobenius on a H(H,σ) =
HomH(σ, indGHσ|H). On associe à ϕ l’opérateur Tϕ ∈ HomH(σ, indGHσ|H) défini par la
formule suivante :

Tϕ(v) := (g 7→ ϕ(g)(v)) , pour tous g ∈ G, v ∈ Vσ.

On associe à T ∈ HomH(σ, indGHσ|H) la fonction ϕT définie par

ϕT (g) := (v 7→ ϕT (v)(g)) , pour tous g ∈ G, v ∈ Vσ.

La deuxième partie de l’énoncé est immédiate en utilisant la construction explicite de la
bijection du Lemme 2.2.2.
(b) Découle du (a) et du Lemme 2.2.1.
(c)On constate que ϕ1 ∗ ϕ2 ∈ HH(σ). On applique deux fois la formule du (a) :

Tϕ2 ◦ Tϕ1(f)(g) =
∑

y∈G/H

ϕ2(y)
∑

x∈G/H

ϕ1(x)f(x−1y−1g)

=
∑

y∈G/H

∑
z∈G/H

ϕ2(y)ϕ1(y−1z)f(z−1g)

=
∑

z∈G/H

(ϕ2 ∗ ϕ1)f(z−1g)

= Tϕ2∗ϕ1(f)(g).

2.3 Classification des poids pour GL2(Zp)

Dans cette section, on notera Γ := GL2(Fp) le groupe des matrices inversibles à coeffi-
cients dans Fp, et on fixe un plongement de Fp dans F.

Définition 2.3.1. Un poids pour K est une représentation lisse, continue et irréductible
de K sur F.

Le lemme suivant permet de ramener l’étude des poids à l’étude des représentations irré-
ductibles de GL2(Fp). Commençons par un résultat classique de la théorie des groupes :

Lemme 2.3.2. Soit G un groupe fini d’ordre pn et soit V un Fp-espace vectoriel non
nul sur lequel G agit. Alors V G 6= 0.
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Démonstration. Soit x ∈ V , x 6= 0, et soit W ⊂ V le sous Fp-espace vectoriel non nul
engendré par {gx, g ∈ G}. G étant fini, W est un ensemble fini de cardinal pm avec
m > 0. Comme G agit sur le groupe additif W , on a W =

∐
iGwi pour un ensemble

fini {wi} d’éléments de W . On a |Gwi| = pni pour tout i, avec ni = 0 si et seulement si
wi ∈WG, donc pm = |W | = pc+ |WG| où c est un entier. La condition m > 0 implique
que p divise |WG|, et comme WG 6= ∅, on obtient |WG| > 1 : il existe y ∈ V , y 6= 0 tel
que y ∈WG ⊂ V G.

Lemme 2.3.3. Tout poids est trivial sur K1. Par conséquent, tout poids se factorise à
travers Γ.

Démonstration. Soit σ un poids. Par hypothèse de continuité, σ est trivial sur un sous-
groupe ouvert U de K. Comme K1 est un pro-p-groupe, K1/U ∩ K1 est un p-groupe,
donc le Lemme 2.3.2 assure que l’espace des invariants sous ce quotient est non nul.
Comme l’espace des K1-invariants est stable par K, on peut conclure que σ est trivial
sur K1 grâce à l’irréductibilité de σ. La deuxième partie suit de l’exactitude de la suite
suivante :

1 −−−−→ K1 −−−−→ GL2(Zp) −−−−→ GL2(Fp) −−−−→ 1

Définition 2.3.4. Si r ∈ N, on note Symr(F2) la représentation de dimension r + 1 de
Γ définie par l’action naturelle de Γ sur la base canonique de F2.

La représentation Symr(F2) s’identifie à la représentation d’espace sous-jacent⊕r
i=0 Fxr−iyi sur lequel Γ agit par :

( a bc d )xr−iyi := (ax+ cy)r−i(bx+ dy)i

On a alors une description exhaustive des représentations irréductibles de Γ sur F (cf.
[1, Proposition 1]) :

Théorème 2.3.5. Les représentations Symr(F2) ⊗ (det)m avec 0 6 r 6 p − 1 et 0 6
m < p− 1 décrivent, à isomorphisme près, toutes les représentations irréductibles de Γ
sur F.

Grâce au Lemme 2.3.3 on a donc une description explicite des poids de K :

Corollaire 2.3.6. Tout poids est, à isomorphisme près, de la forme Symr(F2) ⊗ detm

avec 0 6 r 6 p− 1 et 0 6 m < p− 1.
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2.4 L’arbre de GL2(Qp)

Soit T l’arbre de Bruhat-Tits de Q2
p. Rappelons qu’il s’agit de l’arbre dont les sommets

sont les classes d’homothétie des Zp-réseaux de GL2(Qp), et qu’il existe une arête entre
deux classes [L0] et [L1] si elles ont des représentants L0 et L1 tels que

pL0 ( L1 ( L0.

Dans la suite, on pose s0 = [Zp ⊕ Zp]. On note S(T ) l’ensemble des sommets de T et
A(T ) l’ensemble de ses arêtes orientées. Si σ et σ′ sont deux sommets de l’arbre reliés
par une arête, on note (σ, σ′) l’arête orientée d’origine σ et de but σ′.
L’action de G sur S(T ) et A(T ) est transitive. Le stabilisateur de s0 est KZ. Pour n ∈ Z
on note sn = αns0, où α est la matrice ( 1 0

0 p ). Les arêtes orientées fixées par I sont (s0, s1)
et (s1, s0). On a aussi des isomorphismes de G-ensembles :

S(T ) = Gs0 ' G/KZ et A(T ) = G(s0, s1) ' G/IZ.

Définition 2.4.1. On définit le cercle de rayon n comme le sous-ensemble Kαns0 de
S(T ), et la boule de rayon n autour de s0 comme

⋃
06i6nKα

is0.

Soit maintenant σ une représentation lisse de KZ sur un F-espace vectoriel Vσ. Comme
l’on a déjà montré, tout élément de indGKZσ s’écrit comme une somme finie de la forme∑

i[gi, vi] où gi ∈ G et vi ∈ Vσ.

Définition 2.4.2. Soit f ∈ indGKZσ, on appelle support de f l’ensemble des sommets
gKZ ∈ S(T ) tels que f(g−1) 6= 0. (C’est indépendant du représentant g choisi).

Soit σ un poids de K que l’on étend à KZ en faisant agir p ∈ Q×p = Z trivialement. On
a le théorème de structure suivant (cf. [1, Proposition 8]) :

Théorème 2.4.3. Supposons que σ est isomorphe à Symr(F2)⊗ (det)m. Avec les nota-
tions précédentes, on a alors un isomorphisme de F-algèbres :

HG(KZ, σ) ' F[T ]

où l’opérateur T est associé par réciprocité de Frobenius à la fonction ϕ définie par les
trois propriétés suivantes :

1. ϕ est à support dans KZα−1K ;

2. Si 0 6 i 6 r − 1, alors :
ϕ(α−1)(xr−iyi) := 0

3. ϕ(α−1)(yr) := yr
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On conclut cette section avec le lemme suivant qui nous servira par la suite :

Lemme 2.4.4. Soit Fn l’ensemble des éléments de indGKZSymrF2 à support dans la boule
de rayon n autour de s0. Soit c ∈ Fn. Si Tc ∈ Fn, alors c ∈ Fn−1.

Démonstration. Voir [1, Lemme 20].

2.5 Anneaux des périodes

Soit K une extension finie de Qp dont le corps résiduel est k. Une représentation p-
adique est la donnée d’un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
linéaire continue de GK . Notre problème est de comprendre le groupe GK via l’étude
de ses représentations p-adiques. Pour mettre un peu d’ordre dans le représentations
p-adiques de GK , l’idée de Fontaine est de construire des anneaux B munis d’actions
de GK et de structures additionnelles respectées par l’action de GK . Chacun de ces
anneaux permet d’isoler dans l’ensemble des représentations p-adiques de GK celles qui
sont B-admissibles (à savoir qui deviennent triviales quand on étend les scalaires à B).
Si V est une représentation B-admissible de GK , le BGK -module (B ⊗ V )GK est libre
de rang dimQpV et est muni de toutes les structures additionnelles de B respectées par
l’action de GK . Ceci permet d’associer aux représentations de GK des invariants plus
maniables (en général des objets provenant de l’algèbre linéaire) et, lorsque l’anneau B

est assez fin, de classifier les représentations B-admissibles à l’aide de ces invariants.

2.5.1 Les anneaux B+
dR et BdR

Soit Cp le complété de Qp pour la topologie p-adique. On fixe le choix d’une suite
compatible (εpn)n>0 de racines primitives pn-ièmes de l’unité. Soit

Ẽ = lim←−
x 7→xp

Cp = {(x(0), x(1), . . .) | (x(i+1))p = x(i)}

et soit Ẽ+ l’ensemble des x ∈ Ẽ tels que x(0) ∈ OCp . La somme et le produit de x =
(x(n))n∈N et y = (y(n))n∈N sont donnés par les formules suivantes

(x+ y)(n) = lim
k→∞

(x(n+k) + y(n+k))p
k

et (xy)(n) = x(n)y(n),

et la racine p-ième de x = (x(n))n∈N est donnée par x1/p = (x(n+1))n∈N.
Si x = (x(n))n∈N ∈ Ẽ, on pose vE(x) = vp(x(0)), ce qui fait que l’on a vE(x) = pnvp(x(n))
quel que soit n ∈ N.
Finalement, si σ ∈ GQp et si x = (x(n))n∈N ∈ Ẽ on fait agir σ sur x par σ(x) =
(σ(x(n)))n∈N.
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Théorème 2.5.1. i. Ẽ est un corps parfait de caractéristique p et l’application vE
en est une valuation pour laquelle il est complet.

ii. L’action de GQp sur Ẽ est continue, respecte sa structure de corps, et commute à
l’action de l’endomorphisme de Frobenius ϕ défini par ϕ(x) = xp.

Démonstration. Voir [13, Proposition 4.10].

Remarque 2.5.2. L’anneau des entiers de Ẽ est Ẽ+.

On note Ã+ l’anneau des vecteurs de Witt W (Ẽ+) à coefficients dans l’anneau parfait
Ẽ+. Tout élément de Ã+ peut s’écrire de manière unique sous la forme x =

∑+∞
n=0 p

n[xn],
où (xn)n∈N est une suite d’éléments de Ẽ+ et où [xn] est le représentant de Teichmüller
de xn dans Ã+. D’après les résultats généraux sur les vecteurs de Witt, les actions de
GQp et ϕ se relèvent de manière unique en des actions de GQp et ϕ sur Ã+. De manière
explicite, on a

ϕ(
+∞∑
n=0

pn[xn]) =
+∞∑
n=0

pn[xpn] et σ(
+∞∑
n=0

pn[xn]) =
+∞∑
n=0

pn[σ(xn)] si σ ∈ GQp .

On a Ẽ+ = R(OCp/pOCp) = R(OCp/p). On note θ : Ẽ+ → OCp/pOCp l’application qui à
x = (xn)n∈N ∈ R(OCp/pOCp) associe x0 ∈ OCp/pOCp . C’est un morphisme d’anneaux de
Ẽ+ dans OCp/pOCp qui est clairement surjectif et commute à l’action de GQp . On note
θ̃ : Ẽ+ → OCp l’application qui à x = (xn)n∈N ∈ R(OCp) associe x(0) ∈ OCp . C’est une
application multiplicative de Ẽ+ dans OCp dont la réduction modulo p est θ. Il résulte
de la propriété universelle des vecteurs de Witt, que l’application θ : Ã+ → OCp définie
par

θ(
+∞∑
n=0

pn[xn]) =
+∞∑
n=0

pnx(0)
n ,

est un morphisme d’anneaux.

Remarque 2.5.3. La topologie naturelle sur Ã+ est celle qui fait de
∑+∞

n=0 p
n[xn] 7→

(xn)n∈N un homéomorphisme de Ã+ sur (Ẽ+)N, où l’on a muni Ẽ+ de la topologie définie
par vE. Comme GQp agit continûment sur Ẽ+ pour la topologie définie par vE, il agit
aussi continûment sur Ã+ muni de la topologie naturelle.

Proposition 2.5.4. i. Le morphisme θ : Ã+ → OCp est surjectif et commute avec
l’action de GQp.

ii. Le noyau de θ est un idéal principal et x =
∑+∞

n=0 p
n[xn] en est un générateur si et

seulement si vE(x0) = 1.
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Démonstration. Le (i) est immédiat ; montrons le (ii). Si x =
∑+∞

n=0 p
n[xn] ∈ Ã+, on

note x = x0 son image dans Ẽ+. Si x ∈ ker(θ), on a x
(0)
0 = −

∑+∞
n=1 p

nx
(0)
n , ce qui

implique vE(x) = vp(x
(0)
0 ) > 1. Soit alors x =

∑+∞
n=0 p

n[xn] vérifiant vE(x) = 1 et soit
y ∈ ker(θ). D’après ce qui précède, on a vE(y) > 1. Il existe donc a0 ∈ Ẽ+ tel que
y = a0x. On peut alors écrire y sous la forme y = [a0]x + py1, avec y1 ∈ Ã+. De plus,
pθ(y1) = θ(y)−θ([a0])θ(x) = 0, ce qui prouve que y1 ∈ ker(θ). On peut donc refaire avec
y1 ce que l’on a fait avec y, ce qui permet de construire, par récurrence, une suite (an)n∈N
d’éléments de Ã+ telle que l’on ait, pour tout n ∈ N, y = ([a0]+ . . .+pn[an])x+pn+1yn+1

avec yn+1 ∈ ker(θ). On a donc y = (
∑+∞

n=0 p
n[an])x, ce qui montre que x est un générateur

de ker(θ) et permet de conclure.

Remarque 2.5.5. Si p̃ = (p, p1/p, . . .) ∈ Ẽ+, alors [p̃]− p est un générateur de ker(θ).

Définition 2.5.6. On note B+
dR le séparé complété de Ã+[1

p ] pour la topologie ([p̃]− p)-
adique et BdR son corps des fractions, à savoir

B+
dR := lim←−

n

Ã+[1
p ]

([p̃]− p)n
, BdR := Frac(B+

dR).

L’anneau B+
dR est complet pour une valuation discrète d’idéal maximal ([p̃]−p) et a même

corps résiduel est que Ã+[1
p ] à savoir Cp. Comme ker(θ) est stable par GQp l’action de

GQp sur Ã+[1
p ] s’étend par continuité à B+

dR. Il est aussi muni d’une filtration décroissante
indexée par Z :

FilmBdR := (p− [p̃])mB+
dR si m ∈ Z.

Comme θ([ε]−1) = ε(0)−1 = 0, on a [ε]−1 ∈ ker(θ) donc la série log[ε] := −
∑+∞

n=1
(1−[ε])n

n

converge dans B+
dR. On note t sa somme. Si σ ∈ GQp , on a

σ(t) = σ(log[ε]) = log[σ(ε)] = log[εχ(σ)] = χ(σ)log[ε] = χ(σ)t.

Rappelons que, pour tout m ∈ N, on note Zp(m) la m-ième puissance tensorielle du
Zp-module Zp(1) et Zp(−m) son dual. Rappelons aussi que si M est un Zp-module et
si m ∈ Z, on pose M(m)M ⊗Zp Zp(m). Il en résulte alors que, pour m ∈ Z, grmBdR =
FilmBdR/Film+1BdR s’identifie à Cp(m).

Théorème 2.5.7. (Tate-Sen) Soit K une extension finie de Qp. Si k ∈ Z, alors Cp(k)GK

= {x ∈ Cp, σ(x) = χ(σ)kx, quel que soit σ ∈ GK} est nul si k 6= 0 et égal à K si k = 0.

Démonstration. Voir [33].

Proposition 2.5.8. i. t est une uniformisante de B+
dR.

ii. Si K est une extension finie de Qp, alors (BdR)GK = K.
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Démonstration. On va montrer que, pour m 6 0, (FilmBdR)GK ' K. Par le Théorème
2.5.7 on a (FilmBdR/Film+1BdR)GK = 0 si m 6= 0 et (FilmBdR/Film+1BdR)GK = K si
m = 0. On a de la suite exacte suivante :

0→ FilmBdR

Film+rBdR
→ FilmBdR

Film+r+1BdR

→ Film+rBdR

Film+r+1BdR

→ 0,

en appliquant le foncteur des GK-invariants, puis la limite projective sur r ce qui permet
de conclure.

Maintenant, si V est une représentation p-adique, alors DdR(V ) = (BdR ⊗Qp V )GK est
un K-espace vectoriel filtré.

Définition 2.5.9. On dit que V est de De Rham si dimKDdR(V ) = dimQpV .

Définition 2.5.10. Si V est une représentation de De Rham, les poids de Hodge-Tate
sont les entiers h tels que Fil−hDdR(V ) 6= Fil−h+1DdR(V ).
La multiplicité de h est alors dim(Fil−hDdR(V )/Fil−h+1DdR(V )), donc V possède d poids
de Hodge-Tate.

Remarque 2.5.11. On ne peut pas étendre le Frobenius ϕ : Ã+[1
p ] → Ã+[1

p ] en une
application continue ϕ̃ : B+

dR → B+
dR. En effet θ([p̃1/p] − p) 6= 0, donc [p̃1/p] − p est

inversible dans B+
dR. Or, si ϕ̃ était une extension de ϕ : Ã+[1

p ] → Ã+[1
p ], on aurait

ϕ̃([1/p̃1/p]− p)) = 1/([p̃]− p), et comme θ([p̃]− p) = 0, 1/([p̃]− p) /∈ B+
dR.

2.5.2 Acris, B+
cris et Bcris

On note σ l’automorphisme de Frobenius de Ã+.

Définition 2.5.12. On note Acris le séparé complété pour la topologie p-adique de l’en-
veloppe à puissances divisées de Ã+ relativement à l’idéal noyau de θ, à savoir{

+∞∑
n=0

ωn
(p− [p̃])n

n!
, ωn ∈ Ẽ+, ωn → 0

}
⊂ B+

dR.

On pose aussi B+
cris := Acris[1/p] et Bcris := B+

cris[1/t].

Lemme 2.5.13. Avec les notations précédentes, on a t ∈ Acris.

Démonstration. Choisissons un générateur ξ de ker(θ). Comme [ε] − 1 ∈ ker(θ) = ξẼ+,
on a [ε]− 1 = ωξ pour un certain ω ∈ Ẽ+. On a donc, dans B+

dR,

t =
∑
n>1

(−1)n+1 ([ε]− 1)n

n
=
∑
n>1

(−1)n+1(n− 1)!ωn · ξ
n

n!
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avec (n − 1)!ωn −−−→
n→∞

0 dans Ẽ+ relativement à la topologie p-adique. Ce qui entrâıne
que t ∈ Acris.

Les anneaux Acris, B+
cris et Bcris sont munis d’une action de GQp . Comme W (k) ⊂ Ã+ ⊂

Acris, on a K0 = W (k)[1
p ] ⊂ Bcris, donc K0 ⊂ BGKcris ⊂ B

GK
dR ⊂ K.

Théorème 2.5.14. L’application GK-équivariante K ⊗K0 Bcris → BdR est injective.

Démonstration. Voir [18, §4.1.2-4.1.3] .

Le Théorème 2.5.14 combiné aux inclusions précédentes nous montre que BGKcris = K0.

Définition 2.5.15. On note A0
cris l’enveloppe à puissances divisées de Ã+ relativement

au noyau de θ, à savoir A0
cris = Ã+[ξm/m!]m>1 avec ξ générateur de l’ideal ker(θ)

Maintenant on veut examiner comment σ, défini sur Ã+[1/p], agit sur l’anneau A0
cris. Le

lemme clé est le suivant :

Lemme 2.5.16. L’anneau A0
cris est stable sous l’action de σ.

Démonstration. Soit ξ = [p̃]−p. Alors σ(ξ) = [p̃p]−p = [p̃]p−p = (ξ+p)p−p = ξp+pω

pour un certain ω ∈ Ã+. On obtient donc que :

σ(ξ) = p · (ω + (p− 1)! · (ξp/p!)),

donc que σ(ξm) = pm(ω + (p − 1)! · (ξp/p!))m pour tout m > 1. Or pm/m! ∈ Zp pour
tout m > 1, donc σ(ξm/m!) ∈ A0

cris pour tout m > 1.

L’endomorphisme de A0
cris induit par σ s’étend en un endomorphisme continu de Acris,

donc en un endomorphisme ϕ de B+
cris. On a ϕ(t) = pt. En effet, on a :

ϕ(t) =
∑
n>1

(−1)n+1 (ϕ([ε])− 1)n

n
=
∑
n>1

(−1)n+1 (ϕ([εp])− 1)
n

donc ϕ(t) = log([εp]) = pt. Par suite ϕ s’étend en un endomorphisme de Bcris. Enfin,
pour m ∈ Z, on pose FilmAcris := Acris ∩ FilmBdR, FilmB+

cris := B+
cris ∩ FilmBdR et

FilmBcris := Bcris ∩ FilmBdR.

Remarque 2.5.17. Le groupe de Galois absolu de Qp préserve FilmAcris et commute à
l’action de ϕ. De plus, ϕ(FilmAcris) ⊂ pm

m!Acris.

Définition 2.5.18. Étant donnée une représentation Qp-linéaire V de GK , on pose :

Dcris(V ) := (Bcris ⊗Qp V )GK

En général, cet espace vectoriel est de dimension inférieure ou égale à dimQp(V ). On dit
que V est cristalline lorsque dimK0Dcris(V ) = dimQp(V ).
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2.5.3 Les anneaux B+
st et Bst

La construction de B+
st et Bst, contrairement à celle des autres anneaux, dépend du choix

d’un élément π ∈ Zp tel que vp(π) > 0. Fixons un tel élément et considérons F := Qp(π)
aussi que F0 ⊂ F la plus grande extension non ramifiée de Qp dans F .

Soit π̃ := (π(n))n∈N ∈ Ẽ+ où π(n) est une racine pn-ième de l’image de π dans OCp/pOCp .
On pose :

log
[π̃]
π

:=
+∞∑
n=1

(−1)n+1

(
[π̃]
π
− 1
)n

n
∈ B+

dR

(Rappelons que
π̃

π
− 1 ∈ ker(θ)).

Définition 2.5.19. On note B+
st le sous-anneau de B+

dR engendré par B+
cris et log

[π̃]
π

et

Bst(π) := B+
st(π)[1/t].

Théorème 2.5.20. L’élément log [π̃]
π ∈ BdR est transcendant sur Bcris. En particulier,

B+
st(π) ' B+

cris[log [π̃]
π ].

Démonstration. Voir [18].

Lemme 2.5.21. Comme sous-anneau de B+
dR et de BdR, B+

st(π) et Bst(π) ne dépendent
pas du choix des (π(n))n (mais ils dépendent du choix de π).

Démonstration. En remplaçant π̃ par π̃ε̃, l’expression log [π̃]
π se transforme en log [π̃]

π +
log[ε̃]. Or log[ε̃] ∈ B+

cris, d’où le résultat.

On note B+
st (resp. Bst) au lieu de B+

st(π)(resp. Bst(π)). On veut définir plusieurs structures
sur ces anneaux.
On commence par poser

FilmB+
st := B+

st ∩ FilmBdR (resp. FilmBst := Bst ∩ FilmBdR).

Pour tout g ∈ GF , g(log [π̃]
π ) = log [π̃]

π + log[ε(g)], où ε(g) := (ε(n)(g))n ∈ Ẽ+ est tel que

ε(n)(g) soit l’image de g(π(n))

π(n) dans OCp/pOCp . Ainsi, B+
st et Bst sont munis d’une action

de GF . On a alors le lemme suivant (admis) :

Lemme 2.5.22. Soit K ⊂ Qp une extension finie de F et soit K0 la plus grande exten-
sion non ramifiée de Qp dans K.

i. (B+
st)

GK = (Bst)GK = K0

ii. L’application K ⊗K0 Bst → BdR est injective.
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Démonstration. Voir [18].

Maintenant on munit B+
st et Bst d’un Frobenius ϕ, déjà défini sur Bcris, en posant

ϕ(log [π̃]
π ) = plog [π̃]

π . Le Frobenius ϕ commute à l’action de GF . Enfin on munit B+
st

et Bst d’un opérateur de monodromie N . C’est l’unique Bcris-dérivation de Bst à valeurs
dans Bst telle que N(log [π̃]

π ) = 1. On voit que N commute à l’action de GF et que :

N ◦ ϕ = pϕ ◦N.

2.6 Représentations p-adiques Semi-Stables

On considère par F une extension finie de Qp, OF son anneau d’entiers, kF son corps
résiduel et πF une uniformisante. On note F0 la plus grande extension non ramifiée de
Qp dans F . On note GF := Gal(Qp/F ).

Lemme 2.6.1. i. Si V est une représentation p-adique de GF , alors :

dimF0(Bst ⊗Qp V )GF 6 dimQp(V ).

ii. Si dimF0(Bst ⊗Qp V )GF = dimQp(V ), alors :

Bst ⊗F0 (Bst ⊗Qp V )GF → Bst ⊗Qp V.

est un isomorphisme.

Démonstration. Voir [7, Lemme 3.1.2].

Définition 2.6.2. i. Pour toute représentation p-adique V de GF , on pose Dst(V ) =
(Bst ⊗Qp V )GF . On dit que V est semi-stable si dimF0(Bst ⊗Qp V )GF = dimQp(V ).

ii. Une représentation p-adique de GF est dite potentiellement semi-stable s’il existe
une extension finie E de F telle que la restriction à GE de V soit semi-stable.

Soit maintenant V une représentation p-adique potentiellement semi-stable de GQp à
coefficients dans une extension finie E de Qp. Soient K une extension galoisienne finie
de Qp dans Qp telle que V |Gal(Qp/K) soit semi-stable et K0 la plus grande extension non
ramifiée de Qp dans K.

Lemme 2.6.3. Posons Dst,K(V ) = (Bst ⊗Qp V )Gal(Qp/K). C’est un K0 ⊗Qp E-module
libre de rang dimEV muni d’un automorphisme F0-semi-linéaire 1 et E-linéaire ϕ, d’un
endomorphisme nilpotent K0 ⊗Qp E-linéaire N tels que Nϕ = pϕN , et d’une action
K0-semi-linéaire et E-linéaire de Gal(K/Qp) qui commute avec ϕ et N .

1. par rapport au Frobenius de Gal(F0/Qp)
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Démonstration. Voir [15, §B.1].

On va munir Dst,K(V ) d’une action du groupe de Weil WQp := W(Qp/Qp). Soit g ∈
WQp : alors g := g mod W (Qp/K) ∈ WQp/W (Qp/K) ' Gal(K/Qp) et g mod mZp =
(Frob)α(g) ∈ Gal(Fp/Fp) avec α(g) ∈ Z.
L’action de g ∈ WQp est alors donnée par g ◦ φ−α(g). Posons d = [K0 : Qp] et supposons
que E ⊃ K. On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.6.4. On a un isomorphisme E-linéaire :

Dst,K(V ) '
∏

σ∈HomQp (K0,E)

Dσ,K(V )

avec Dσ,K(V ) := Dst,K(V )⊗(K0⊗QpE) E où le morphisme K0⊗Qp E → E est celui induit
par la couple (σ, idE). De plus, chaque E-espace vectoriel Dσ,K(V ) est muni d’une action
de (WQp , N).

Démonstration. Voir [22, §2.4].

En particulier, on voit que chaque Dσ,K(V ) est une représentation de Weil-Deligne, c’est-
à-dire une représentation continue du groupe de Weil WQp munie d’un endomorphisme
nilpotent N tel que Ng = p−α(g)gN , avec α(g) ∈ Z défini comme plus haut. On a alors
le résultat suivant :

Lemme 2.6.5. La classe d’isomorphisme de la représentation de Weil-Deligne Dσ,K(V )
est indépendante du choix de celui de σ et de l’extension K ⊂ E sur laquelle on a
semi-stabilité.

Démonstration. Voir [10, Lemme 2.2.1.2].

Cette classe d’isomorphisme du Lemme 2.6.5 est par définition la représentation de Weil-
Deligne associée à la représentation p-adique potentiellement semi-stable V . On la note
dorénavant WD(V ).

Poids de Hodge-Tate et type galoisien

Rappelons la définition des poids de Hodge-Tate associés à une représentation poten-
tiellement semi-stable de GQp à coefficients dans une extension finie E de Qp dans Qp.
Pour toute représentation continue E-linéaire de GQp sur un E-espace vectoriel V de
dimension finie, on note :

(Cp ⊗Qp V ){i} := {x ∈ Cp ⊗Qp V | ∀g ∈ GQp , g(x) = χicyc(g)x}

(On munit Cp de l’action naturelle de GQp , et i ∈ Z). C’est un E-espace vectoriel de
dimension finie et on a le résultat fondamental suivant :
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Proposition 2.6.6. On dispose d’un isomorphisme de Cp ⊗Qp E-modules compatible à
l’action de GQp : ⊕

i∈Z
Cp ⊗Qp (Cp ⊗Qp V ){i} ∼→ Cp ⊗Qp V

(l’action de GQp étant semi-linéaire sur Cp et linéaire sur E).

Démonstration. Voir [19].

Définition 2.6.7. Les entiers i tels que (Cp⊗Qp V ){i} est non nul sont appelés les poids
de Hodge-Tate de la représentation potentiellement semi-stable V .

Remarque 2.6.8. On peut montrer que (Cp ⊗Qp V ){i} = 0 pour presque tout i ∈ Z.

Définition 2.6.9. Un type galoisien de degré 2 (ou simplement un type galoisien) est
une représentation de noyau ouvert :

τ : IQp → GL2(Qp)

(définie à équivalence près) qui s’étend en une représentation du groupe de Weil WQp.

Définition 2.6.10. Soient τ : IQp → GL2(E) une représentation de noyau ouvert et V
une représentation p-adique potentiellement semi-stable. On dit que V est de type τ si
WD(V )|IQp ' τ .

Soient enfin k > 2 un entier et ψ : GQp → E×.

Définition 2.6.11. Soit V une représentation p-adique de GQp sur un E-espace vectoriel
de dimension finie. On dit que V est de type (k, τ, ψ) si V est potentiellement semi-stable
à poids de Hodge-Tate (0, k − 1), de type τ et si det(V ) = ψχcyc.

Remarque 2.6.12. Si V est de type (k, τ, ψ), alors ψχ2−k
cyc |IQp ' det(τ).

2.7 Le Foncteur V de Colmez

Un outil important pour le travail de Kisin est le foncteur V introduit par Pierre Colmez.
Il s’agit d’un foncteur contravariant exact entre la catégorie des représentations lisses de
G de longueur finie avec caractère central, sur les O-modules vers la catégorie des repré-
sentations continues de GQp sur les O-modules de longueur finie. L’équivalence entre les
catégories ΦΓet

tors et ReptorsGQp , due à Fontaine [20], est le point de départ. Dans cette
section on ne donnera que les définitions et les énoncés des résultats que nous serons
utiles pour la suite.

Notations : On normalise la valuation p-adique vp sur Cp par vp(p) = 1. On fixe une
extension finie L de Qp contenue dans Qp (on peut se permettre de remplacer L par une
extension finie). On note OL son anneau des entiers, mL = {x ∈ L, vp(x) > 0} l’idéal
maximal de OL, et kL = OL/mL le corps résiduel. On note H le noyau de χcyc.



2.7. Le Foncteur V de Colmez 19

Le corps E

Soit E le corps des séries de Laurent f =
∑

k∈Z akT
k, avec ak ∈ L, tel que la suite

(vp(ak))k∈Z soit minorée et vérifie limk→−∞vp(ak) = +∞. Muni de la valuation v{0}

définie par v{0}(
∑

k∈Z akT
k) = infk∈Zvp(ak), le corps E est un corps complet pour une

valuation discrète. L’anneau OE des entiers de E est l’anneau des séries de Laurent∑
k∈Z akT

k avec ak ∈ OE tel que la suite vp(ak) vérifie limk→−∞vp(ak) = +∞. Le corps
résiduel kE de E est kL((T )). La topologie naturelle sur A n’est pas celle définie par la
valuation v{0} (topologie forte) : c’est la topologie faible, qui est la topologie d’anneau
la plus faible rendant continue la réduction modulo mL : OE → kE , kE est muni de la
topologie induite par la valuation vT ; cette topologie est obtenue en munissant OE de la
base de voisinages de 0 donnée par les pkOE + TnO+

E , pour k, n ∈ N, où l’on a noté O+
E

le sous-anneau OLJT K de OE . On munit alors E =
⋃
m∈N p

−mOE de la topologie de la
limite inductive. Soit Γ = Gal(Qp(µp∞)/Qp). Le caractère cyclotomique χcyc induit un
isomorphisme de Γ sur Z∗p ; si a ∈ Z∗p, on note σa ∈ Γ l’image inverse de a par χcyc. On
munit OE d’actions OL-linéaires continues de ϕ et Γ respectant la structure d’anneau en
posant :

ϕ(T ) = (1 + T )p − 1 et σa(T ) = (1 + T )a − 1, si a ∈ Z∗p.

Ces actions commutent entre elles et s’étendent par Qp-linéarité à E = OE [1
p ].

(ϕ,Γ)-modules étales et représentations de GQp

Définition 2.7.1. Si A est un anneau topologique muni d’actions continues de ϕ et Γ
commutant entre elles, un (ϕ,Γ)-module D sur A est un A-module de type fini muni
d’actions semi-linéaires continues de ϕ et Γ commutant entre elles.

Ce qui précède s’applique en particulier à OE et E , ce qui mène aux définitions suivantes :
• Un (ϕ,Γ)-module D sur OE est étale si ϕ(D) engendre D comme OE -module ; l’action

de ϕ est alors injective.
• Un (ϕ,Γ)-module sur E est étale s’il possède un OE -réseau stable par ϕ et Γ qui est

étale sur OE .
Notons :
• ΦΓet

tors la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales de torsion sur OE .
• ΦΓet(OE) la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales libres sur OE .
• ΦΓet(E) la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales sur E .

Si D ∈ ΦΓet(OE), alors D/pkD ∈ ΦΓet
tors pour tout k ∈ N, et D est la limite projective

des D/pkD. Par ailleurs, si D ∈ ΦΓet(E), alors D possède un sous-A-réseau qui est un
objet de ΦΓet(OE).
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Si A est un anneau topologique, une représentation de GQp sur A est un A-module de
type fini muni d’une action A-linéaire continue de GQp .
Notons :
• ReptorsGQp la catégorie des représentations de GQp de longueur finie sur OL,
• RepOLGQp la catégorie des représentations de GQp libres sur OL,
• RepLGQp la catégorie des représentations de GQp sur L.

Si V est un objet de RepOLGQp , alors V/pkV est un objet de ReptorsGQp pour tout k,
et V est la limite projective des V/pkV . Si V est un objet de RepLGQp , alors V possède
des OL-réseaux stables par GQp (par compacité de GQp), et si V0 est l’un de ces réseaux,
on a V = L · V0.

Soit maintenant AQp l’ensemble des f ∈ OE à coefficients dans Zp. Soit A le complété
pour la topologie p-adique de l’extension maximale non ramifiée de AQp : il est muni
d’une action de ϕ étendant celle existant sur AQp et d’une action continue (pour la
topologie faible) de GQp commutant à celle de ϕ.

Théorème 2.7.2. (Fontaine)
(i) Si D est un M -module étale, V(D) = ((OL ·A) ⊗OE D)ϕ=1 est une représentation
p-adique de GQp.

(ii) Si V est une représentation p-adique de GQp, alors D(V ) = (A ⊗Zp V )H est un
(ϕ,Γ)-module étale.

(iii) Les foncteurs V et D sont exacts, inverses l’un de l’autre, et induisent des équiva-
lences de catégories

ReptorsGQp
∼= ΦΓet

tors, RepOLGQp
∼= ΦΓet(OE), et RepLGQp

∼= ΦΓet(E).

Démonstration. Voir [20].

Représentations irréductibles de G

On s’interesse maintenant aux représentations lisses deG de longueur finie sur des espaces
vectoriels sur kL, et plus généralement sur des OL-modules. Une OL-représentation lisse
de longueur finie de G est annulée par pk pour un entier k > 0. Si elle est irréductible,
OL agit alors à travers son corps résiduel kL. On rappelle la définition suivante, que nous
sera utile dans la suite :

Définition 2.7.3. Une représentation de G dans un OL-module M est dite a un carac-
tère central s’il existe un homomorphisme continu ψ : Q×p → O×L tel que :

z ·m = ψ(z)m pour tous z ∈ Z = Q×p ⊂ G et m ∈M.
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Notons :
• ReptorsG la catégorie des OL[G]-modules Π lisses (i.e. l’action de G est localement

constante), admissibles (ΠK est de longueur finie sur OL pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G), de longueur finie et admettant un caractère central ;
• RepOLG la catégorie des OL[G]-modules Π séparés et complets pour la topologie p-

adique sans p-torsion et tels que Π/pnΠ ∈ RepOLG, pour tout n ;
• RepLG la catégorie des L[G]-modules munis d’un réseau appartenant à RepOLG.

Les objets irréductibles de ReptorsG ont été classifiés par Barthel-Livné [1], [2] et Breuil
[4] :

Théorème 2.7.4. Toute représentation irréductible lisse admissible de G sur kL est, à
isomorphisme près, de l’une des quatre formes suivantes :

i. une représentation de dimension 1 :

χ ◦ det

où χ est un caractère de Q×p à valeurs dans k×L ;

ii. une représentation de la forme :

indGL2(Qp)
KZ Symrk2

L

T − λ
⊗ (χ ◦ det)

avec 0 6 r 6 p− 1, λ ∈ k×L et (r, λ) /∈ {(0,±1), (p− 1,±1)} ;

iii. une représentation de la forme :

ker

(
indGL2(Qp)

KZ Symrk2
L

T − λ

)
⊗ (χ ◦ det);

iv. une représentation de la forme :

indGL2(Qp)
KZ Symrk2

L

(T )
⊗ (χ ◦ det)

avec 0 6 r 6 p− 1.

Démonstration. Voir [1, Théorème 30] et [4, Théorème 1.1].

Définition 2.7.5. Avec les notations de l’énoncé du Théorème 2.7.4, on pose, pour tout
triplet (r, λ, χ) :

π(r, λ, χ) :=
indGL2(Qp)

KZ Symrk2
L

T − λ
⊗ (χ ◦ det).

On note aussi µx : Q×p → k×L le caractère non ramifié envoyant p sur x ∈ k×L .
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Soient ω le caractère cyclotomique modulo p vu comme caractère de Q×p via l’isomor-
phisme de réciprocité (normalisé pour que les uniformisantes correspondent aux Frobe-
nius géométriques), et µ−1 l’unique caractère quadratique non ramifié de Q×p . On a le
théorème suivant :

Théorème 2.7.6. Les équivalences entre les répresentations irréductibles, lisses et ad-
missibles sur G sont les suivantes (r ∈ {0, . . . , p− 1} et χ : Q×p → kL) :

π(r, λ, χ) ∼= π(r,−λ, χµ−1) si λ 6= 0

π(0, λ, χ) ∼= π(p− 1, λ, χ) si λ 6= ±1

π(r, 0, χ) ∼= π(p− 1− r, 0, χωr)
π(r, 0, χ) ∼= π(p− 1− r, 0, χωrµ−1)

Démonstration. Voir [1, Corollaire 36], et [4, Théorème 1.3].

Les foncteurs D et V de Colmez

Le foncteur D de Colmez va de la catégorie ReptorsG vers la categorié ΦΓet
tors. Ce foncteur

est contravariant et exact ([12, Théorème IV.2.13]). On étend le foncteur D aux objets
de RepOLG et RepLG de la manière suivante :
• Si Π ∈ RepOLG, alors D(Π) est la limite projective des D(Π/pkΠ),
• Si Π ∈ RepLG et si Π0 ∈ RepOLG est un OL-réseau de Π, alors D(Π) := L · D(Π0).
On obtient de la sorte des foncteurs exacts contravariants de RepOLG dans ΦΓet(OE) et
de RepLG dans ΦΓet(E).
On définit V(Π) comme le dual de Tate de V(D(Π)), c’est-à-dire

V(Π) = Hom(V(D(Π)), L/OL)⊗ χ.

Ce qui précèdes ce traduit alors, grâce à l’équivalence de catégories de Fontaine (cf.
Théorème 2.7.2), de la manière suivante :

Théorème 2.7.7. L’application Π→ V(Π) est un foncteur exact covariant
• de ReptorsG dans ReptorsGQp,
• de RepOLG dans RepOLGQp,
• de RepLG dans RepLGQp.

Soit Qp2 l’extension quadratique non ramifiée de Qp dans Qp, et soit Zp2 l’anneau des
ses entiers. Soit ω2 : IQp → µp2−1(Q×p ) ⊂ F×p le caractère de Serre de niveau 2 défini par

ω2(g) =
g(p1/(p2−1))
p1/(p2−1)

si g ∈ IQp . Le théorème suivant décrit l’action du foncteur V sur

les représentations irréductibles de G.

Théorème 2.7.8. i. Si Π est de la forme χ ◦ det alors V(Π) = 0.
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ii. Si Π est de la forme π(r, λ, χ), avec λ 6= 0, alors V(π(r, λ, χ)) = ωr+1µλχ.

iii. Si Π est de la forme π(r, 0, χ), alors V(π(r, 0, χ)) =
(

ind
GQp
GQ

p2
ωr+1

2

)
⊗ χ. En par-

ticulier V(π(r, 0, χ)) est irréductible de dimension 2 sur kL.

Démonstration. Voir [12, Théorème 0.10].

Soit Π une représentation de G sur un OL-module avec caractère central, et Πn :=
Π ⊗Z Z/pn. On suppose que Π est séparé et complet pour la topologie p-adique, c’est-
à-dire Π = lim←−Πn, et que Πn est de longueur finie pour tout n. On définit V(Π) :=
lim←−V(Πn). Comme les représentations sont de longueur finie et puisque on a la suite
exacte 0→ pΠn → Πn → Πn ⊗ Z/pZ→ 0 on obtient :

0→ p lim←−Πn → lim←−Πn → lim←−(Πn)⊗ Z/pZ→ 0

et donc V(Π)/pV(Π) ∼= V(Π1). En particulier V(Π) est un OL-module de type fini. On
appelle une telle représentation un OL-réseau admissible.
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Chapitre 3

La Conjecture de Breuil-Mézard

3.1 Polynômes de Hilbert-Samuel et multiplicités

Dans cette section on commence par rappeller d’abord la construction d’un polynôme
de Hilbert-Samuel associé à un module gradué M de type fini sur un anneau noethérien
R =

⊕
n>0Rn avec R0 artinien. On utilise les résultats obtenus pour définir l’application

de Samuel associé à un A-module de type fini, où A est un anneau semi-local noethérien.
On termine en définissant la multiplicité de Hilbert-Samuel pour un A-module M , avec
(A,m) un anneau local noethérien (comme dans [30]) et une variante (comme dans [26]).

Convention : Les anneaux considérés sont supposés commutatifs et unifères, et les
modules sont supposés unitaires.

3.1.1 Modules gradués et application de Hilbert

Définition 3.1.1. Nous appellerons semi-groupe abélien un ensemble G muni d’une loi
d’addition + telle que l’on ait :
Associativité : pour tous x, y et z ∈ G, on a : (x+ y) + z = x+ (y + z) ;
Commutativité : pour tous x, y ∈ G, on a : (x+ y) = y + x ;
pour tout x ∈ G, 0 + x = x.

Définition 3.1.2. Nous appellerons anneau gradué un anneau R muni d’une décompo-
sition en somme directe :

R =
⊕
i∈G

Ri

avec G semi-groupe abélien, et telle que RiRj ⊂ Ri+j pour tous i, j ∈ G.
Nous appelerons module gradué sur l’anneau gradué R un R-module M muni d’une

25
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décomposition en somme directe :

M =
⊕
i∈G

Mi

telle que RiMj ⊂ Mi+j ∀i, j. Les éléments de Mi sont dits homogènes de degré i. Un
sous-module N ⊂M est dit homogène (ou : sous-module gradué) s’il peut être engendré
par des éléments homogènes de M .

Lemme 3.1.3. Soient M un module gradué et N un sous-module de M . Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) N est un sous-module homogène ;
(2) Pour x ∈M , si x ∈ N alors chaque terme homogène de x est dans N ;
(3) N =

∑
i∈G(N ∩Mi).

Démonstration. Découle de la définition 3.1.2.

Remarque 3.1.4. (1) Pour un sous-module homogène N ⊂M , on pose Ni = Mi ∩N .
Alors M/N =

⊕
Mi/Ni est encore un sous-R-module gradué.

(2) La définition 3.1.2 entrâıne que R0 ⊂ R est un sous-anneau et que pour tout i ∈ G
Mi est un R0-module.
(3) On utilise la notion d’anneau gradué lorsque G est le semi-groupe {0, 1, 2, . . .} des
entiers positifs, que l’on note N. Dans ce cas, on note R+ =

∑
n>0Rn : c’est un idéal

de R tel que R/R+ ' R0.

Définition 3.1.5. Nous appellerons anneau filtré un anneau A muni d’une famille
(Jn)n∈Z d’idéaux vérifiant les conditions suivantes :

J0 = A, Jn+1 ⊂ Jn, JnJm ⊂ Jn+m.

Nous appellerons module filtré sur l’anneau filtré A un A-module M muni d’une famille
(Mn)n∈Z de sous-modules vérifiant les conditions suivantes :

M0 = M, Mn+1 ⊂Mn, JnMm ⊂Mn+m.

Si maintenant M est un module filtré sur un anneau filtré A, on note gr(M) la somme
directe

⊕
n>0Mn/Mn+1 des groupes abéliens grn(M) = Mn/Mn+1. Les applications

canoniques de Jn ×Mm dans Mn+m définissent, par passage au quotient, des applica-
tions bilinéaires de grn(A) × grm(M) dans grn+m(M), d’où une application bilinéaire
de gr(A) × gr(M) dans gr(M). En particulier, pour M = A, on obtient sur gr(A) une
structure d’anneau gradué : c’est l’anneau gradué associé à l’anneau filtré A. De même,
l’application gr(A) × gr(M) → gr(M) munit gr(M) d’une structure de gr(A)-module
gradué. D’ailleurs, tout élément de grn(A) peut être écrit comme une combinaison li-
néaire de produits de n éléments de gr1(A). Par conséquent, gr(A) est engendré sur le
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sous-anneau gr0(A) par des éléments de gr1(A). Si J = Ax1 + . . . + Axr et si l’on note
ξi l’image de xi dans gr1(A), alors

gr(A) = (A/I)[ξ1, . . . , ξn],

et gr(A) est un quotient de l’anneau des polynômes comme anneau gradué.

Théorème 3.1.6. Un anneau N-gradué R =
⊕

n>0Rn est Nothérien si et seulement si
R0 est noethérien et R est un anneau de type fini sur R0.

Démonstration. Voir [30, Théorème 13.1].

Lemme 3.1.7. Soit R =
⊕

n>0Rn un anneau noethérien gradué. Si M =
⊕

n>0Mn est
un R-module de type fini, chaque Mn est un R0-module de type fini.

Démonstration. En effet, supposons d’abord M = R. Le Théorème 3.1.6 entrâıne que
R = R0[x1, . . . , xn] où l’on peut supposer les xi homogènes de degré di. On a alors :

Rn = x1Rn−d1 + . . .+ xrRn−dr

ce qui permet de conclure. Dans le cas général M peut être engendré par un nombre fini
d’éléments homogènes ωi : M = Rω1 + . . . + Rωs. Si on note ei le degré de ωi, on a,
comme ci-dessus :

Mn = Rn−eiω1 + . . .+Rn−esωs (où Ri = 0 si i < 0),

donc Mn est un R0-module de type fini.

En particulier, si R0 est un anneau artinien, alors l(Mn) <∞, où l’on note l la longueur
comme R0-module. Dans ce cas on peut définir la série de Hilbert P (M, t) de M par la
formule :

P (M, t) =
∞∑
n=0

l(Mn)tn ∈ ZJtK.

Théorème 3.1.8. Soit R =
⊕

n>0Rn un anneau gradué avec R0 artinien. Soit M un
R-module de type fini. Supposons que R = R0[x1, . . . , xr] avec xi de degré di, et P (M, t)
comme ci-dessus. Alors P (M, t) est une fonction rationnelle en t, et on peut l’écrire :

P (M, t) = f(t)/
r∏
i=1

(1− tdi),

où f(t) est un polynôme à coefficients dans Z.
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Démonstration. Par récurrence sur le nombre r de générateurs de R. Lorsque r = 0 on
a R = R0, donc, pour n assez grand, Mn = 0 (puisque dans ce cas M est de type fini
sur R0) et la série P (M, t) est alors un polynôme. Si r > 0, la multiplication par xr
définit une application R0-linéaire Mn → Mn+dr . En notant Kn et Ln+dr son noyau et
son conoyau, on obtient la suite exacte suivante :

0→ Kn →Mn
xr→Mn+dr → Ln+dr .

Posons K =
⊕
Kn et L =

⊕
Ln. Alors K est un sous-module de M et L = M/xrM ,

donc K et L sont des R-modules de type fini puisque R est noethérien. De plus, xrK =
xrL = 0, donc on peut voir K et L comme des R/xrR-modules et appliquer l’hypothèse
de récurrence à P (M, t) et P (L, t). On déduit de la suite exacte ci-dessus que :

l(Kn)− l(Mn) + l(Mn+dr)− l(Ln+dr) = 0.

Si l’on multiplie par tn+dr puis que l’on fait la somme sur n, on obtient :

tdrP (K, t)− tdrP (M, t) + P (M, t)− P (L, t) = g(t),

avec g(t) ∈ Z[t], ce qui prouve le théorème.

On veut maintenant étudier le cas d1 = . . . = dr = 1, à savoir celui où R est engendré sur
R0 par des éléments de degré 1. Le Théorème 3.1.8 entrâıne que P (M, t) = f(t)(1− t)−r.
On peut donc écrire P sous la forme

P (M, t) = f(t)(1− t)−d avec f ∈ Z[t], d > 0,
et f(1) 6= 0 si d 6= 0.

On note d = d(M). Le corollaire suivant fournit des informations importantes sur la
longueur des Mn.

Corollaire 3.1.9. Soit s le degré du polynôme (1 − t)dP (M, t). Si d1 = . . . = dr = 1,
et si d = d(M) est défini comme ci-dessus, alors il existe un polynôme ϕM (X) de degré
d− 1 à coefficients rationnels tel que, si n > s+ 1− d, on a l(Mn) = ϕM (n).

Démonstration. Comme (1− t)−1 = 1 + t+ t2 + . . ., on peut montrer par récurrence la
formule suivante (en différentiant plusieurs fois les deux côtés) :

(1− t)−d =
∞∑
n=0

(
d+ n− 1
d− 1

)
tn.

Si f(t) = a0 + a1t+ . . .+ ast
s alors

(*) l(Mn) = a0

(
d+ n− 1
d− 1

)
+ a1

(
d+ n− 2
d− 1

)
+ . . .+ as

(
d+ n− s− 1

d− 1

)
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Le membre de droite peut être réécrit sous la forme d’un polynôme en n à coefficients
rationnels que on note ϕM (n). On a alors :

ϕM (X) =
f(1)

(d− 1)!
Xd−1 + {termes de degré plus petit}.

Puisque
(
m
d−1

)
cöıncide avec le polynôme m(m− 1) . . . (m−d+ 2)/(d− 1)! si m > 0, cela

entrâıne le résultat.

On appelle ϕM le polynôme de Hilbert du module gradué M . L’application numérique
Mn → l(Mn) est appelée l’application de Hilbert de M .

3.1.2 Application de Samuel

Soit A un anneau noethérien, semi-local (c’est-à-dire ne possèdant qu’un nombre fini
d’idéaux maximaux), et soit m son radical de Jacobson. Soit I un idéal de A tel qu’il
existe ν > 0 avec mν ⊂ I ⊂ m. On appelle idéal de définition tout idéal qui vérifie cette
condition. Soit M un A-module de type fini. On note grI(A) = A′ et grI(M) = M ′.
Alors l’anneau A′0 = A/I est artinien, et si I =

∑r
i=1 xiA, et ξi est l’image de xi dans

I/I2, alors A′ = A′0[ξ1, . . . , ξr]. Si en outre M =
∑s

i=1Aωi alors M ′ =
∑s

i=1A
′ωi (où ωi

est l’image de ωi dans M ′0), on peut donc appliquer le Théorème 3.1.8 et le Corollaire
3.1.9. On constate que l(M ′n) = l(InM/In+1M) (où le membre de gauche est la longueur
comme A′0-module et le membre de droite comme A-module), et on obtient

n∑
i=0

l(M ′i) = l(M/In+1M).

Maintenant nous définissons χIM (n) = l(M/In+1M). Nous écrivons χM (n) au lieu de
χm
M (n). L’application χM (n) est appelée application de Samuel du A-module M .

Lemme 3.1.10. Soit χIM (n) définie comme ci-dessus. Alors, pour n assez grand, χIM (n)
est un polynôme en n de degré d. Ce degré d est déterminé par M et il ne dépend pas
de I.

Démonstration. On utilise la formule bien connue
(
m
n

)
=
(
m−1
n−1

)
+
(
m−1
n

)
et on obtient

n∑
ν=0

(
d+ ν − 1
d− 1

)
=
(
d+ n

d

)
.

Donc on en déduit, en combinant avec la formule (*)

χIM = a0

(
d+ n

d

)
+ a1

(
d+ n− 1

d

)
+ . . .+ as

(
d+ n− s

d

)
,
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avec ai ∈ Z. Lorsque n > s il s’agit d’un polynôme en n de degré d. Maintenant, si I et
J sont deux idéaux de définition A alors il existe deux nombres naturels a et b tels que
Ia ⊂ J , Jb ⊂ I, et donc

χIM (an+ a− 1) > χJM (n) et χJM (bn+ b− 1) > χIM (n).

Nous écrivons d = d(M).

Théorème 3.1.11. Soit A un anneau semi-local noethérien, et 0→M ′ →M →M
′′ →

0 une suite exacte de A-modules de type fini ; Alors

d(M) = max(d(M ′), d(M ′′))

Démonstration. On peut supposer M ′′ = M/M ′. Alors, comme M ′′/InM ′′ = M/(M ′ +
InM) on a

l(M/InM) = l(M/(M ′ + InM))l((M ′ + InM)/InM)

= l(M ′′/InM ′′) + l(M ′/M ′ ∩ InM).

On définit φ(n) = l(M ′/M ′ ∩ InM) et on a χIM = χIM ′′ + φ. Comme χIM ′′ et φ sont à
valeurs positives, d(M) = max(d(M ′′), (deg)φ). Or, par le Lemme de Artin-Rees (cf. [30,
Théorème 8.5]), il existe c > 0 tel que

n > c entrâıne In+1M ′ ⊂M ′ ∩ In+1M ⊂ In−c−1M ′,

et donc
χIM ′(n) > ϕ(n) > χIM ′(n− c);

On peut conclure que ϕ et χIM ′ ont le même coefficient dominant.

Nous définissons maintenant une autre mesure de la taille de M . Soit δ(M) l’élément
minimum dans le sous-ensemble des entiers naturels n tels qu’ils existent x1, . . . , xn ∈
M pour lesquels on a l(M/x1M + . . . + xnM) < ∞. On définit δ(M) = 0 lorsque
l(M) < ∞. Si I est un idéal de définition de A alors l(M/IM) < ∞, donc δ(M) 6
nombre de générateurs de I. D’autre part, si A est un anneau local et M = A, alors
l(A/I) <∞ entrâıne que I est un idéal m-primaire. Dans ce cas δ(A) est le nombre mini-
mum de générateurs des ideaux m-primaires. Nous rappelons que dim (M) =
dim (A/Ann(M)). On a alors le théorème suivant :

Théorème 3.1.12. Soit A un anneau semi-local noethérien et M un A-module de type
fini ; alors on a :

dim (M) = d(M) = δ(M)

Démonstration. Voir [30, Théorème 13.4].
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3.1.3 Systèmes de Paramètres et Multiplicité

Soit (A,m) un anneau local noethérien de dimension r ; Pour le Théorème 3.1.12, il
existe un idéal m-primaire engendré par r éléments, mais il n’existe pas un idéal engen-
dré par un nombre inférieur d’éléments. Si a1, . . . , ar ∈ m engendrent un idéal m-primaire,
{a1, . . . , ar} est appelé un système de paramètres de M . Si M est un A-module de type
fini avec dimM = s, alors il existe {y1, . . . , ys} ∈ m tels que l(M/(y1, . . . , ys)M <∞ et
{y1, . . . , ys} est appelé un système de paramètres de M .

Soit maintenant (A,m) un anneau local noethérien de dimension d, M un A-module de
type fini, et q un idéal de définition de A, à savoir un idéal m-primaire. Comme on a
déjà vu dans le paragraphe 3.1.2, on peut écrire l’application de Samuel l(M/qn+1M) =
χq
M (n) sous la forme d’un polynôme en n pour n assez grand. Il s’agit d’un polynôme à

coefficient rationnels, degré égal à dimM (donc au plus d), et il prend des valeurs entières
positives pour n assez grand. Il est facile de voir par récurrence sur d, en utilisant le fait
que χ(n+ 1)− χ(n) a la même propriété, que

χq
M (n) =

e

d!
nd + {termes de degré plus petit},

avec e ∈ Z. Nous écrivons ce nombre entier e(q,M). On déduit de la définition les pro-
priétés suivantes :

Formule 1. lim
n→∞

d!
nd
l(M/qnM), et en particulier, si d = 0 e(q,M) = l(M) ;

Formule 2. e(q,M) > 0 si dimM = d, et e(q,M) = 0 si dimM < d ;
Formule 3. e(qr,M) = e(q,M)rd ;
Formule 4. Si q et q′ sont deux idéaux m-primaires et q ⊃ q′ alors e(q,M) 6 e(q′,M).

Théorème 3.1.13. Soit 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 une suite exacte de A-modules de
type fini. Alors

e(q,M) = e(q,M ′) + e(q,M ′′).

Démonstration. On peut voir M ′ comme sous-module de M . Alors

l(M/qnM) = l(M ′′/qnM ′′) + l(M ′/M ′ ∩ qnM),

et évidemment qnM ′ ⊂ M ′ ∩ qnM . D’autre part, par le Lemme d’Artin-Rees, il existe
c > 0 tel que

M ′ ∩ qnM ⊂ qn−cM ′ pour tout n > c.

Donc on obtient

l(M ′/qn−cM ′) 6 l(M ′/M ′ ∩ qnM) 6 l(M ′/qnM ′)
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En utilisant cette formule et la Formule 1. on a

e(q,M)− e(q,M ′′) = lim
n→∞

d!
nd
l(M ′/M ′ ∩ qnM) = e(q,M ′).

On utilisera le résultat suivant dans la suite :

Théorème 3.1.14. Soient {p1, . . . , pt} les idéaux premiers minimaux de A tels que
dimA/p = d ; alors

e(q,M) =
t∑
i=1

e(qi, A/pi)l(Mpi)

où on note qi l’image de q dans A/pi, et l(Mp) est la longueur de Mp comme Ap-module.

Démonstration. Nous écrivons σ =
∑

i l(Mpi) et nous prouvons le résultat par récurrence
sur σ. Si σ = 0 alors dimM < d. En effet l(Mpi) = 0 entrâıne Ann(M) ( pi pour tout i et
alors pi ⊂ Ann(M) pour minimalité. Donc le membre de gauche est 0 et aussi le membre
de droite ; maintenant on suppose σ > 0. Il existe p ∈ {p1, . . . , pt} tel que Mp 6= 0 ; alors
p est un élément minimal de Supp(M). Par [30, Lemme 6.5], p ∈ Ass(M), c’est-à-dire
M contient un sous-module N isomorphe à A/p. Alors

e(q,M) = e(q, N) + e(q,M/N).

d’autre part, Np ' Ap/pAp et Npi = 0 pour pi 6= p, donc l(Np) = 1, et la valeur de σ
diminue de 1 (on utilise le fait que l((M/N)p) = l(Mp/Np) = l(Mp)− l(Np)), et donc on
applique l’hypothèse de recurrence à M/N . D’autre part on a

e(q, N) = e(q, A/p) = e(q, A/p), où q = (q + p)/p.

En mettant ensemble on obtient le résultat pour M .

3.1.4 Une variante de la multiplicité de Hilbert-Samuel

Soit A un anneau local noethérien avec idéal maximal m, M un A-module de type fini
et G un groupe. Supposons que M soit muni d’une action de G. Soit α un ensemble
de représentations irréductibles de G sur un A/m-espace vectoriel de dimension finie.
Plutôt que de considérer la longueur de M/mn+1M , on peut considérer le nombre de
facteurs de Jordan-Hölder de M/mn+1M qui sont isomorphes à un élément de α. On
note ce nombre χAM,α(n).

Proposition 3.1.15. Il existe un polynôme PAM,α(n) de degré au plus d tel que χAM,α(n) =
PAM,α(n) pour n suffisament grand. Le coefficient de Xd dans PAM,α(n) est de la forme
eα(M,A/d!) où eα(M,A) est un entier non negatif.
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Démonstration. On démontre le théorème avec les mêmes arguments qu’on a vu ci-
dessus. Nous remarquons que l’unique chose à montrer est que un tel polynôme existe,
puisque le borne sur le degré suit du cas où G est trivial.

Proposition 3.1.16. Si
0→M ′ →M →M ′′ → 0

est une suite exacte de A[G]-modules de type fini sur A, alors on a

eα(M,A) = eα(M ′, A) + eα(M ′′, A)

Démonstration. La preuve est la même que celle donnée par le cas où G est trivial.

On peut utiliser cette proposition pour prouver le résultat suivant qu’on utilisera dans
la suite :

Corollaire 3.1.17. Soient I ′, I et I ′′ idéaux de A tels que les quotients A/I ′, A/I et
A/I ′′ aient même dimension. Supposons M ′,M et M ′′ modules sur A/I ′, A/I et A/I ′′

et vérifiant la condition de la Proposition 3.1.16. Alors on a

eα(M,A/I) = eα(M ′, A/I ′) + eα(M ′′, A/I ′′).

Démonstration. On montre tout d’abord le fait suivant : soient I et J deux idéaux de A
tels que la dimension de A/I soit égal à la dimension de A/J . Alors on a dimA/(I+J) =
dimA/I. Il suffit de montrer que dim (I + J)/I est égal à 0. Supposons par absurd que
dim (I + J)/I = dim (I + J)/J = n. On note p0 (resp. q0) le plut petit idéal premier
de la châıne maximal qui contient I (resp. J). Alors s := p0 ∩ q0 ⊃ I ∩ J , et comme
il s’agit d’un idéal premier on a s ⊃ p0 ou bien s ⊃ q0 ce qui est absurd puisque s

est strictement contenu dans p0 et q0. Donc on a dimA/I = dimA/(I + I ′ + I ′′). Cela
entrâıne eα(M,A/I) = eα(M,A/(I + I ′ + I ′′)) et de la même façon pour M ′ et M ′′. On
obtient finalement

eα(M,A/(I + I ′ + I ′′)) = eα(M ′, A/(I + I ′ + I ′′)) + eα(M ′′, A/(I + I ′ + I ′′))

pour la Proposition 3.1.16 et donc le résultat.

Proposition 3.1.18. Soit f : M → M ′ une application de A[G]-modules de type fini
sur A. Soit x ∈ A tel que M et M ′ n’ont pas de x-torsion.
(1) Si f est une inclusion, alors

eα(M/xM,A/xA) 6 eα(M ′/xM ′, A/xA).

(2) Si f est un isomorphisme sur tout les points génériques de Spec(A), alors

eα(M/xM,A/xA) = eα(M ′/xM ′, A/xA).
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Démonstration. Soit P = ker(f). Si p ∈ Spec(A/x) ⊃ Spec(A) est un idéal premier
minimal de A/x, alors Pp = 0. C’est évident pour (1) car dans ce cas P = 0. Si dans
le deuxième cas Pp n’était pas nul, alors p serait un idéal premier associé de P par [30,
Théorème 6.5] et x ∈ p un diviseur de zero de M . Donc eα(P/xP,A/xA) = 0, et on peut
remplacer M par son image dans M ′.
Soit Q le sous-module de M ′/M des éléments qui sont tués par une puissance de x.
Comme Q est noethérien il existe i > 0 tel que xiQ = 0. On obtient la suite exacte
suivante

0→ Q[x]→ Q
x→ Q→ Q/xQ→ 0.

Maintenant on utilise deux fois la Proposition 3.1.16 pour montrer la suite d’égalités
suivantes :

eα(Q[x], A/xA) = eα(Q[x], A/xiA) = eα(Q/xQ,A/xiA) = eα(Q/xQ,A/xA).

En effet la suite exacte précédente entrâıne :
(1) eα(Q[x], A/xiA) + eα(xQ,A/xiA) = eα(Q,A/xiA)
(2) eα(xQ,A/xiA) = eα(Q/xQ,A/xiA) = eα(Q,A/xiA)
et donc l’égalité au milieu, les autres deux étant triviales. Maintenant, si on note avec
M ′′ la preimage de Q dans M ′, on obtient eα(M/xM,A/xA) = eα(M ′′/xM ′′, A/xA).
En effet de la suite exacte 0→M →M ′′ → Q→ 0, on en déduit (après ⊗A/xA)

0→ (M ∩ xM ′′)/xM →M/xM →M ′′/xM → Q/xQ→ 0

On peut vérifier directement que la multiplication x : M ′′ →M ′′ induit un isomorphisme

(M ∩ xM ′′)/xM → (M ′′/M)[x] =: Q[x]

d’où le résultat en utlisant 3.1.16. Donc on peut remplacer M par M ′′ et on peut supposer
M ′/M sans x-torsion. Le point (1) suit alors de la Proposition 3.1.16. Un raisonnement
analogue montre que sous les hypothèses de (2) on a eα(M ′/(M + xM ′), A/xA) = 0.
Donc on a (2).

Corollaire 3.1.19. Soient M,M ′ des A[G]-modules de type fini sur A. Soit x ∈ A tel
que M et M ′ soient sans x-torsion. Supposons que pour tout idéal premier minimal
p ⊂ A, M ′p contient Mp comme Ap[G]-modules. Alors

eα(M/xM,A/xA) 6 eα(M ′/xM ′, A/xA)

Démonstration. On note Q(A) le localisé de A par rapport à l’ensemble d’éléments qui
ne sont pas dans tous les idéaux premiers minimaux de A. Les hypothèses entrâınent qu’il
existe une inclusion de Q(A)[G]-modules f : M ⊗AQ(A)→M ′⊗AQ(A). En multipliant



3.2. Théorie des déformations de Mazur 35

f par un élément qui n’est pas dans tous les idéaux premiers de A, on peut supposer
que f est induite par une application f : M → M ′. Soit M ′′ = f(M). Alors, par la
Proposition 3.1.18 on obtient

eα(M/xM,A/xA) = eα(M ′′/xM ′′, A/xA) 6 eα(M ′/xM ′, A/xA).

3.2 Théorie des déformations de Mazur

Dans cette section on va introduire l’objet de base qui permet de définir la notion de
multiplicité galoisienne. Nous donnerons le résultat principal de la théorie des déforma-
tions pour les représentations d’un groupe profini G, à savoir l’existence d’un anneau
universel de déformation. Ensuite on définira des anneaux de déformation qui seront des
quotients de l’anneau universel de déformation et qui seront importants dans la suite.

3.2.1 Le résultat principal

Soient G un groupe profini, F ⊆ Fp un corps fini, VF un F-espace vectoriel de dimen-
sion finie muni de la topologie discrète et d’une action continue de G. On suppose que
H1(G,EndF(VF)) est de dimension finie sur F, où l’action de G sur EndF(VF) est donnée
par : (g · f)(v) := g · f(g−1 · v). Cette condition est verifiée, par exemple, lorsque G est
le groupe de Galois d’un corps local de corps résiduel fini.
Soit O un anneau de valuation discrète complet à corps résiduel fini, et C la catégorie
des O-algèbres locales topologiques A telles que l’application naturelle O → A/mA est
surjective et l’application A → lim←−A/a de A vers les quotients discrets artiniens est un
isomorphisme. De manière equivalent, la deuxième condition dit que A est complet et
sa topologie peut être donnée par une famille d’ideaux ouverts a tels que A/a soit arti-
nien. Si A est noethérien, cette condition équivaut à avoir un isomorphisme topologique
A ' lim←−A/m

n
A. Les morphismes dans C sont les homomorphismes de O-algèbres.

Définition 3.2.1. Soit A ∈ C, F son corps résiduel.

i. Une représentation de G sur A, ou une A-représentation de G, est un A-module
libre VA de type fini avec une action A-linéaire et continue de G (pour la topologie
produit sur VA ' An).

ii. Une déformation de VF sur A, ou une A-déformation de VF, est une classe d’iso-
morphisme de A-représentations VA de G telles que VA ⊗A/mA ' VF.

On note DVF(A) l’ensemble des A-déformations de VF. Si f : A→ A′ est un morphisme
dans C on obtient une application f∗ : DVF(A) → DVF(A′) qui à la classe d’une A-
représentation VA associe VA ⊗A A′. On a donc construit un foncteur contravariant
DVF : C → Ens. On veut montrer qu’il est représentable lorsque EndF[G](VF) = F.
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On rappelle la définition suivante :

Définition 3.2.2. Soit V une F-représentation de G. On dit que V est absolument
irréductible si V ⊗F K est un K[G]-module simple pour toute extension K de F.

Choisissons une base v1, . . . , vn de VF. Alors l’action de G sur VF est donnée par un
homomorphisme continu des groupes ρ : G → GLn(F). Soit maintenant W une repré-
sentation de G sur A ∈ C telle que W ⊗F A ' VF. Les éléments w1, . . . , wn ∈W tels que
wi 7→ vi forment une A-base de W par le Lemme de Nakayama. L’action de G sur W
est alors donnée par un homomorphisme continu de groupes ρ : G→ GLn(A) tel que la
composition G → GLn(A) → GLn(F) soit ρ. On note l’ensemble de ces applications ρ
par Homρ(G,GLn(A)).

Proposition 3.2.3. Il existe un anneau R̃ et une application ρ̃ ∈ Homρ(G,GLn(A)) tels
que pour tout A ∈ C on a une bijection :

HomC(R̃, A) ∼→ Homρ(G,GLn(A)), f̃ 7→ (G→ GLn(R̃)
f̃→ GLn(A)).

La couple (R̃, ρ̃) est déterminée à isomorphisme unique près.

Démonstration. L’unicité suit de la proprieté universelle. Supposons d’abord que G soit
un groupe fini, et e son élément neutre. On note O[G,n] la O-algèbre commutative
donnée par :

générateurs : Xg
ij pour g ∈ G et 1 6 i, j 6 n;

relations : Xg
ij =

{
1
0

si i = j,

si i 6= j;

Xgh
ij =

∑n
l=1X

g
ilX

h
lj pour g, h ∈ G et 1 6 i, j 6 n.

Par exemple O[G, 1] est l’algèbre de groupe sur Gab à coefficients dans O.
Pour toute O-algèbre A on a une bijection canonique

HomO−alg(O[G,n], A) ' HomO−alg(G,GLn(A)), f 7→ (g 7→ (f(Xg
ij))i,j). (3.2.4)

Pour la bijection 3.2.4, l’homomorphisme ρ : G → GLn(F) donne un morhisme de O-
algèbresO[G,n]→ F. En particulier le noyau est un idéal maximal que on note mρ. Soit R̃
la completion de O[G,n] par rapport à mρ. Alors R̃ est noethérien et il est un objet de C.
L’application canonique O[G,n]→ R̃ donne un morphisme ρ̃ ∈ Homρ(G,GLn(R̃)). Soit
A ∈ C et ρ ∈ Homρ(G,GLn(A)). Pour 3.2.4, il existe un unique morphisme de O-algèbres
f : O[G,n]→ A tel que ρf = ρ et on a f(mρ) ⊂ mA comme A/mA ' F et (f ◦ πA) = ρ,
où πA : A → A/mA est la projection canonique. La topologie sur A est donnée par
des idéaux ouverts a tels que A/a est artinien et l’application O[G,n] → A → A/a
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est continue pour la topologie mρ-adique sur O[G,n] pour tout a. Donc on obtient un
homomorphisme de O-algèbres f̃ : R̃→ A tel que le diagramme :

G
ρ̃ // GLn(R̃)

f̃
��

G
ρ // GLn(A)

commute. Comme les éléments f̃(Xg
ij) sont déterminés par ρ, et les Xg

ij engendrent une
sous-O-algèbre dense de R̃, l’application f̃ est uniquement déterminée par la condition
de continuité et la commutativité du diagramme. Cela démontre la proposition dans
le cas G groupe fini. Pour le cas général, on peut écrire G sous la forme suivante :
G = lim←−H, où H parcourrent les quotients discrets de G tels que la représentation
ρ : G → GLn(F) se factorise à travers l’application ρH : H → GLn(F). Comme H

est un groupe fini, on obtient un anneau RH avec un homomorphisme des groupes
ρ̃H : H → GLn(RH) ∈ Homρ(G,GLn(RH)). Les (RH)H dans C forment un système
projective. On pose R̃ := lim←−RH ∈ C.
Soit A = lim←−Ai, A ∈ C, où les Ai sont les quotients discrets artiniens. On a les isomor-
phismes canoniques suivants

Homρ(G,GLn(Ã)) ' lim←−
i

Homρ(G,GLn(Ãi))

' lim←−
i

lim−→
H

HomρH (G,GLn(Ãi))

' lim←−
i

lim−→
H

HomO−alg(RH , Ai))

' lim←−
i

HomO−alg(R̃, Ai))

' HomO−alg(R̃, A)).

On peut donc conclure.

Remarque 3.2.5. Supposons que VF soit absolument irréductible. Alors on a :

Fp = EndFp[G](VF ⊗F Fp) ' EndFp[G](VF)⊗F Fp.

Donc EndFp[G](VF) ' F.

Lemme 3.2.6. (Serre, Carayol) Supposons que VF soit absolument irréductible. Soit
A′ ⊂ A une inclusion d’anneaux dans C tel que A′ soit muni de la topologie induite par A
et VA ∈ DVF(A). Supposons que A′ contienne les traces de tous les endomorphismes de VA
qui sont donnés par la multiplication par un élément de G. Alors il existe VA′ ∈ DVF(A′)
tel que VA ' VA′ ⊗A′ A.
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Démonstration. Voir [17, Proposition 2.6].

Corollaire 3.2.7. Supposons que VF soit absolument irréductible. Alors il existe un
anneau R ∈ C et une déformation D ∈ DVF(R) tels que pour chaque A ∈ C, on ait une
bijection :

HomC(R,A) ∼→ DVF(A), f 7→ D ⊗R,f A.

Démonstration. On note R la plus pétite sous-O-algèbre fermée de R̃ que contient les
traces de toutes les matrices ρ̃(g) pour g ∈ G. Alors R ∈ C et par le Lemme 3.2.6 on
peut supposer ρ̃ à coefficients sur R. On note D la déformation correspondante de VF sur
R. On doit montrer que la flèche HomC(R,A) → DVF(A) est injective et surjective. La
surjectivité provient de la Proposition 3.2.3 et du fait que on peut toujours trouver une
base pour chaque élément de DVF(A) à partir d’une base fixée de VF comme déjà montré
avec l’argument avant 3.2.3. Supposons que f, f ′ ∈ HomC(R,A) donnent représentations
isomorphes. Alors elles ont la même trace. Donc f et f ′ coincident sur un sous-anneau
dense de R et donc sur R par continuité.

On veut prouver le même résultat sous l’hypothèse suivante : EndF[G](VF) = F. Mainte-
nant le Lemme 3.2.6 n’est plus vrai. Il faudra considérer un autre sous-anneau de R̃. On
fixe une base de VF. Comme EndF[G](VF) = F, on peut choisir g1, . . . , gr ∈ G tels que les
matrices de Mn(F) qui commutent avec ρ(g1), . . . , ρ(gr) sont seulement celles scalaires.
On fixe M1, . . . ,Mr ∈ GLn(O) qui relèvent ρ(g1), . . . , ρ(gr). Pour tout A ∈ C, on pose
M0
n(A) := Mn(A)/A. On a M0

n(A) = M0
n(O)⊗O A. Par le Lemme de Nakayama on voit

que il y a une injection scindée de O-modules :

iO : M0
n(O) ↪→Mn(O)r, M 7→ (MMi −MiM)16i6n.

On choisit πO : Mn(O)r →M0
n(O) tel que πO ◦ iO = idM0

n(O). En tensorisant avec A, on
obtient une injection iA : M0

n(A) ↪→ Mn(A)r et une surjection πA : Mn(A)r → M0
n(A)

tels que πA ◦ iA = idM0
n(A).

Définition 3.2.8. (Faltings) On dit que ρ ∈ Homρ(G,GLn(A)) est well-placed si

πA(ρ(g1), . . . , ρ(gr)) = πA(M1, . . . ,Mr).

Lemme 3.2.9. (Faltings) Pour tout ρ ∈ Homρ(G,GLn(A)) il existe M ∈ GLn(A)
congru à 1 ∈ GLn(F) tel que MρM−1 est well-placed. D’ailleurs M est uniquement
déterminée modulo multiplication par scalaires dans 1 + mA.

Démonstration. Voir [17, Lemme 7.3].

Corollaire 3.2.10. Supposons que EndF[G](VF) = F. Alors il existe un anneau R ∈ C et
une déformation D ∈ DVF(R) tels que pour chaque A ∈ C, on ait une bijection :

HomC(R,A) ∼→ DVF(A), f 7→ D ⊗R,f A.
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Démonstration. Par le Lemme 3.2.9, on pose ρ = Mρ̃M−1, ρ well-placed. On note R la
plus pétite sous-O-algèbre fermée de R̃ que contient toutes les entrées des matrices ρ(g)
pour g ∈ G. Alors R ∈ C et on peut supposer ρ̃ à coefficients sur R. On note D la déforma-
tion correspondante de VF sur R. On doit montrer que la flèche HomC(R,A)→ DVF(A)
est injective et surjective. La surjectivité provient de la Proposition 3.2.3. Supposons que
f1, f2 ∈ HomC(R,A) donnent représentations isomorphes. Alors :

ρ1, ρ2 : G
ρ→ GLn(R)

f1,f2→ GLn(A)

sont well-placed et conjuguées. Par unicité de M en Lemme 3.2.9, on a ρ1 = ρ2 et donc
f1 = f2 par définition de R.

Enfin, on a :

Proposition 3.2.11. Supposons que EndF[G](VF) = F. Alors l’anneau R du Corollaire
3.2.10 est noethérien, complet pour la topologie mR-adique et, pour chaque A ∈ C, on a
une bijection :

HomC(R,A) ∼→ DVF(A).

Démonstration. Montrons que R est noethérien. Le reste suit par des arguments d’al-
gèbre commutative e du Corollaire 3.2.10. On peut vérifier que le F-espace vectoriel
HomC(R,F[X]/X2) est de dimension finie si et seulement si R est noethérien. Or, par
le Corollaire 3.2.10, on a HomC(R,F[X]/X2) ' DVF(F[X]/X2). Il suffit de prouver que
le membre à droite est de dimension finie sur F. Comme EndF[X]/X2(VF ⊗F F[X]/X2) '
EndF(VF)⊕XEndF(VF) on obtient AutF[X]/X2(VF⊗FF[X]/X2) ' AutF(VF)⊕XEndF(VF).
Donc tout élément de DVF(F[X]/X2) on peut l’écrire comme une flèche G→ AutF(VF)⊕
XEndF(VF), g 7→ (1 + c(g)X)ρ(g) où c : G → EndF(VF) est un 1-cocycle continu.
En utilisant EndF[G](VF) = F on peut vérifier que deux telles flèches définissent la
même déformation si et seulement si les deux cocycles sont cohomologues. L’hypoyhèse
H1(G,EndF(VF)) de dimension finie, permets de conclure.

On peut alors résumer les résultats obtenus dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.12. Supposons que EndF[G](VF) = F.

i. Il existe un anneau R ∈ C et une déformation D ∈ DVF(R) tels que pour chaque
A ∈ C, on ait une bijection :

HomC(R,A) ∼→ DVF(A), f 7→ D ⊗R,f A.

ii. Le couple (R,D) est unique à isomorphisme près.
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iii. L’anneau R est noethérien, complet pour la topologie mR-adique et, pour chaque
A ∈ C, on a une bijection :

HomC(R,A) ∼→ DVF(A).

Remarque 3.2.13. Le point (ii) du Théorème 3.2.12 suit par arguments d’unicité des
objets universels.

3.3 La multiplicité galoisienne

On fixe une représentation continue :

ρ : GQp → GL2(F)

telle que EndF[GQp ](ρ) = F. Fixons k un entier > 1, E une extension finie de Qp d’anneau
d’entiers O et de corps résiduel F, τ un type galoisien de degré 2. On note R(ρ) la O-
algèbre universelle notée R dans le Théorème 3.2.12. On suppose que τ est rationnel sur
E, à savoir τ se factorise à travers IQp → GL2(E) ↪→ GL2(Qp), et que ρ est rationnel sur
F. Rappelons que Isauv

Qp ' Gal(Qp/Qmr
p ) designe le sous groupe d’inertie sauvage dans

IQp .

Définition 3.3.1. On dit qu’une déformation ρ de ρ à l’anneau des entiers O′ d’une
extension finie E′ de E dans Qp est de type (k, τ, ψ) si :
(i) ρ⊗O′ Qp est potentiellement semi-stable à poids de Hodge-Tate (0,k-1),
(ii)WD(ρ ⊗O′ Qp) |IQp' τ , où WD(ρ ⊗O′ Qp) est la représentation de Weil-Deligne
associée à ρ⊗O′ Qp,
(iii) det(ρ) = ψχcyc.

Définition 3.3.2. On dit qu’un idéal premier p de R(ρ) est de type (k, τ, ψ) s’il existe
un morphisme continu de O-algèbres i : R(ρ) → Zp de noyau p tel que la déformation
ρ : GQp → GL2(Zp) obtenue par composition à partir de la déformation universelle
ρuniv : GQp → GL2(R(ρ)) :

ρ : GQp
ρuniv

→ GL2(R(ρ)) i→ GL2(Zp)

soit de type (k, τ, ψ). 1

Définition 3.3.3. On définit Rψ(k, τ, ρ) = 0 s’il n’y a pas d’idéal p de type (k, τ, ψ).
Sinon, on définit Rψ(k, τ, ρ) comme le quotient de R(ρ) par l’intersection des idéaux
premiers de type (k, τ, ψ).

1. Dans [10] on utilise le fait que τ est rationnelle pour déduire que si p est de type (k, τ, ψ), alors

tout morphisme R(ρ) → Zp de noyau p est tel que la déformation associée est de type (k, τ, ψ)
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Remarque 3.3.4. On montre que Rψ(k, τ, ρ) est une O-algèbre plate locale noethérienne
complète réduite de corps résiduel F.

Kisin a montré que le quotient Rψ(k, τ, ρ) vérifie les propriétés suivantes (cf. [25, Théo-
rème 3.3.8]) : 2

i. Un O-morphisme x : R(ρ) → E′ se factorise par Rψ(k, τ, ρ) si et seulement si la
représentation Vx à coefficients dans E′ est potentiellement semi-stable de type
(k, τ, ψ).

ii. Rψ(k, τ, ρ) est sans p-torsion, Rψ(k, τ, ρ)[1/p] est réduit et ses composantes irré-
ductibles sont toutes de dimension 1 et lisses sur O.

On note Rψ(k, τ, ρ)O le quotient que on a précédemment defini. On a le résultat suivant :

Lemme 3.3.5. Si on remplace O par O′ tel que O ⊂ O′, alors Rψ(k, τ, ρ)O est remplacé
par Rψ(k, τ, ρ)⊗O O′.

Démonstration. Voir cf. [10, Lemme 2.2.2.3].

On rappelle que si A est une F-algèbre locale noethérienne, d’idéal maximal m et M un
A-module de type fini, il existe un polynôme PAM (x) de degré la dimension de Krull de
A, tel que PAM (n) = longA(M/mn+1M) pour n� 0. Il a la forme

PAM (n) =
e(M,A)
dim (A)!

XdimA + {termes de degré plus petit}

où e(M,A) est un entier strictement positif (si A est non nul) : la multiplicité de Hilbert-
Samuel.
En particulier, si A = Rψ(k, τ, ρ) ⊗O F et M = A, on définit la multiplicité galoisienne
µgal(k, τ, ρ), de la façon suivante :

µgal(k, τ, ρ) := e
(
Rψ(k, τ, ρ)⊗O F

)
.

Autrement dit µgal(k, τ, ρ) est la multiplicité d’Hilbert-Samuel de l’anneau local
Rψ(k, τ, ρ)⊗O F. C’est bien définie parce que, si E′ est une extension finie de E, alors :

e (R(k, τ, ρ)⊗OE F) = e
(
R(k, τ, ρ)⊗OE′ F

′)
grâce au Lemme 3.3.5.

2. En effet il a montré l’existence de ces quotients et leurs propriétés dans une situation plus générale

[25].
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3.4 La multiplicité automorphe

Le point de départ pour définir la multiplicité automorphe est la correspondance de
Langlands locale pour n = 2 et F un corps local non archimédien à corps résiduel
fini. D’abord on va définir les outils qui vont intervenir et après on donne l’énoncé du
théorème qui établit une correspondance entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations complexes lisses de dimension 2 de Weil-Deligne, semi-simples, et l’en-
semble de classes d’isomorhisme de représentations lisses irreductibles de GL2(F ).

On note OF l’anneau des entiers de F , mF son idéal maximal et kF son corps résiduel
que l’on suppose de caractéristique p. On fixe F une clôture algebrique de F . On note
GF = Gal(F/F ) et G = GL2(F ).

On rappelle que si k est une extension finie séparable de kF , il existe une unique ex-
tension non ramifiée F (k) de F dont le corps résiduel est k. Comme la composée de
deux extensions non ramifiée est non ramifiée, l’extension maximale non ramifiée F nr

de F , réunion de toutes les extensions non ramifiées de F , est un sous-corps de F . On
note Fm l’unique extension non ramifiée de degré m. L’extension Fm/F est de Galois
et Gal(Fm/F ) est cyclique. Un F -automorphisme de Fm est determiné par l’action sur
le corps résiduel kFm . En particulier il y a un unique élément φm qui agit sur kFm par
x 7→ xp. On pose Φm = φ−1

m . La flèche Φm 7→ 1 donne un isomorphisme canonique
Gal(Fm/F ) → Z/mZ. En passant à la limite projective on obtient un isomorphisme
canonique de groupes topologiques

Gal(F nr) ' lim←−
m>1

Z/mZ,

et un unique élément ΦF ∈ Gal(Fnr/F ) qui agit sur Fm par Φm, pour tout m. L’élément
ΦF est le Frobenius Géometrique sur F nr.
On note aWF l’image inverse dans GF du sous-groupe cyclique 〈ΦF 〉 de Gal(F nr/F )
engendré par ΦF . Donc aWF est un sous-groupe dense de GF et on a la suite exacte
suivante :

1→ IF → aWF → Z→ 0

où IF est le sous groupe d’inertie de F .

Définition 3.4.1. Le groupe de Weil WF de F est le groupe topologique, avec groupe
abstait sous-jacent aWF , tel que

i. IF est un sous-groupe ouvert de WF , et

ii. La topologie sur IF , vu comme sous-espace de WF , côıncide avec la topologie na-
turelle induite par GF .
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DoncWF est un groupe profini, et l’application identité iF : aWF →WF est une injection
continue.
On note vF :WF → Z la flèche canonique telle que ΦF 7→ 1 et, si q est la cardinalité de
kF :

‖x‖ = q−vF (x), x ∈ WF .

On rappelle un résultat classique de théorie de représentation :

Proposition 3.4.2. Soit G un groupe profini et (π, V ) une représentation lisse de G.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i. V est somme de sous-espaces irréductibles stables par G ;

ii. V est somme directe d’une famille de sous-espaces irréductibles stables par G ;

iii. Tout sous espace de V stable par G possède un complément dans V stable par G.

Démonstration. Voir [11, Proposition 2.2].

On dit que (π, V ) est G-semi-simple si les conditions de la Proposition 3.4.2 sont satis-
faites.

Définition 3.4.3. Une Représentation de Weil-Deligne est un triplet (ρ, V,N) où (ρ, V )
est une représentation lisse de dimension finie de WF et N ∈ EndC(V ) est un endomor-
phisme nilpotent tel que

ρ(x)Nρ(x)−1 = ‖x‖N, x ∈ WF .

Une représentation de Weil-Deligne (ρ, V,N) est dite semi-simple si la représentation
lisse (ρ, V ) de WF est semi-simple.

Correspondance de Langlands Locale : On note GF (2) l’ensemble des classes d’iso-
morhisme de représentations complexes lisses de dimension 2 de Weil-Deligne semi-
simple. On note AF (2) l’ensemble des classes d’isomorhisme de représentations lisses
irréductibles de G. Il y a une bijection canonique entre les deux classes (cf. [24],[28]). Si
π est une représentation lisse irréductible de G on note LL(π) la représentation corres-
pondante.

En particulier la construction précedente s’applique au cas F = Qp.

Théorème 3.4.4. (Henniart). Soit τ un type galoisien de degré 2. Il existe, à isomor-
phisme près, une et une seule représentation finie irréductible de GL2(Zp)(sur Qp par
exemple), notée σ(τ), telle que, pour toute représentation lisse irréductible π de GL2(Qp)
de dimension infinie :

π|GL2(Zp) contient σ(τ)⇔ LL(π)|IQp ' τ.

De plus, σ(τ) intervient alors dans π |GL2(Zp) avec multiplicité 1.
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Démonstration. Voir [10, Théorème 2.1.1.3].

On peut supposer que σ(τ) soit définie sur E (quitte à agrandir E). On montre le résultat
suivant qui va être utile par la suite :

Proposition 3.4.5. Toute Qp-représentation d’un groupe compact G admet un Zp-
réseau stable par G.

Démonstration. Soit e1, . . . , ed une base de V sur Qp et soit Λ = Zpe1 ⊕ . . . ⊕ Zped.
Si σ ∈ G, soit Uσ = (ai,j,σ)16i,j6d la matrice de σ dans la base e1, . . . , ed (c’est à dire
σ(ei) =

∑d
j=1 aj,iej). L’application σ → Uσ étant continue et G étant compact, il existe

n ∈ N tel que ai,j,σ ∈ p−nZp quels que soient 1 6 i, j 6 d et σ ∈ G. On a donc
σ(Λ) ⊂ p−nΛ, pour tout σ ∈ G, ce qui implique que T =

∑
σ∈G σ(Λ) est un réseau de

V ; comme il est stable par G par construction, cela permet de conclure

Soit maintenant k un entier > 1 et posons :

σ(k, τ) := σ(τ)⊗E Symk−2(E).

C’est une représentation linéaire de GL2(Zp) continue pour la topologie p-adique de di-
mension finie sur E. Comme GL2(Zp) est un groupe compact, il existe un O-réseau de
σ(k, τ) stable par GL2(Zp), Lk,τ pour la Proposition 3.4.5. La semi-simplifiée (Lk,τ⊗OF)ss

de la réducion modulo l’idéal maximal mO d’un des ces réseaux est indépendante du ré-
seau choisi (Brauer-Nesbitt).

Comme on a déjà vu dans le Corollaire 2.3.6, tout poids est, à isomorphisme près, de la
forme σn,m = Symn(F2)⊗ detm avec 0 6 n 6 p− 1 et 0 6 m < p− 1. Donc on a

(Lk,τ ⊗O F)ss ∼→
⊕
n,m

σa(n,m)
n,m

où 0 6 n 6 p− 1 et 0 6 m < p− 1.
On pose

µaut = µaut(k, τ, ρ) :=
∑
n,m

a(n,m)µm,n(ρ)

où µ(n,m)(ρ) est un entier non négatif que l’on va définir après avoir énoncé la conjecture
de Breuil-Mezard.

Conjecture 3.4.6. (Breuil-Mézard, Kisin) La multiplicité de Hilbert-Samuel de
Rψ(k, τ, ρ)⊗O F est égale à µaut.

On suppose que l’on peut mettre ρ sous la forme :(
χβµλ ∗

0 χαµλ′

)
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où µλ (resp. µλ′) est le caractère non ramifié definie par Frob. 7→ λ (resp. Frob. 7→ λ′).
La restriction de ρ à IQp est donc :

ρ|IQp =

(
χβ ∗
0 χα

)

On normalise les exposants α et β par :

0 6 α 6 p− 2 et 1 6 β 6 p− 1.

Si β = α+ 1 on a deux cas possibles que on appellera respectivement peu ramifié et très
ramifié. On les définit de la manière suivante :
Le groupe ρ(IQp) est le groupe de Galois d’une certaine extension totalement ramifiée
K de Qnr

p , et le groupe ρ(Isauv
Qp ) est le groupe de Galois de K/Kmr, où Kmr est la plus

grande extension modérément ramifiée de Qnr
p contenue dans K.

Du fait que β = α + 1 et en utilisant la théorie de Kummer, on en déduit que K peut
s’écrire sous la forme :

K = Kmr(x1/p
1 , . . . , x1/p

m ), où pm = [K : Kmr],

les xi étant des éléments de (Qnr
p )×/(Qnr

p )×p (cf. [31, pag. 186]). Si vp désigne la valuation
de Qnr

p , normalisée par vp(p) = 1, nous dirons que l’extension K (où la représentation ρ)
est peu ramifiée si

vp(xi) ≡ 0(mod p) pour i = 1, . . . ,m.

Dans le cas contraire, nous dirons que K et ρ sont très ramifiées.

On note ω le caractère cyclotomique modulo p et ω2 le caractère fondamentale de niveau
2.

Définition 3.4.7. On suppose que ρ est absolument irréductible. Pour (n,m) ∈
{0, 1, . . . , p− 1} × {0, 1, . . . , p− 2} on pose :

i. µn,m(ρ) = 1 si

ρ|IQp '

(
ωn+1

2 ∗
0 ω

p(n+1)
2

)
⊗ ωm;

ii. µn,m(ρ) = 0 sinon.

Définition 3.4.8. Supposons que ρ est réductible. Si

ρ �

(
ωn+1µλ ∗

0 µλ′

)
⊗ ωm
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on pose µn,m(ρ) = 0.
Si

ρ ∼

(
ωn+1µλ ∗

0 µλ′

)
⊗ ωm

on pose :

i. µp−1,m(ρ) = 2 si n = p− 1, λ = λ′, et ∗ est peu ramifié ;

ii. µ0,m(ρ) = 0 si n = 0, λ = λ′, et ∗ est très ramifié ;

iii. µp−2,m(ρ) = 2 si n = p− 2, ρ est semi-simple et λ 6= λ′ ; 3

iv. µn,m(ρ) = 1 sinon.

3. On ne explicite pas le cas λ = λ′



Chapitre 4

Représentations de GL2(Qp) en

caractéristique p

Dans ce chapitre on va étudier certaines représentations admissibles de GL2(Qp) qui
sont construites à partir des représentations irréductibles de GL2(Zp) en caractéristique
p, et les représentations correspondantes de GQp obtenues en appliquant le foncteur V
de Colmez.

On fixe un entier r ∈ [0, p− 1]. On note σ la représentation SymrF2 de KZ, sur laquelle
Z opère trivialement. On fixe aussi un caractère χ : Q×p → F× et λ ∈ F. On note Tr
l’opérateur de Hecke qui agit sur I(σ) = indGKZSymrF2 et donc sur Iχ(σ) = I(σ)⊗χ◦det.
Pour λ ∈ F on va noter S := Tr − λ. On pose

Π(r, λ, χ) := lim←− Iχ(σ)/SnIχ(σ).

Enfin, on note α la matrice ( 1 0
0 p ).

Remarque 4.0.1. i. La G-représentation Π(r, λ, χ) est un module sur FJSK.

ii. La limite projective est exacte sur la catégorie des représentations de longueur finie.
En particulier on a :

Π(r, λ, χ)/Sn ∼→ Iχ(σ)/Sn.

iii. On peut appliquer le foncteur V de Colmez à Iχ(σ)/Sn pour tout n ∈ N. On définit :

V(Π(r, λ, χ)) := lim←−V(Iχ(σ)/Sn).

Par fonctorialité, S opère sur l’espace V(Π(r, λ, χ)).

Lemme 4.0.2. L’induite I(σ) est sans S-torsion.

47
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Démonstration. L’induite I(σ) s’identifie aux fonctions sur l’arbre de Bruhat-Tits, à
support compact et à valeurs dans la représentation σ. Pour chaque f ∈ I(σ) vue comme
fonction sur l’arbre de Bruhat-Tits, si f est non-nulle, alors le support de Sf contient
les sommets liés aux extrémités du support de f , donc Sf ne peut pas être nulle. On en
conclut que Iχ(σ) est sans S-torsion.

Lemme 4.0.3. Le FJSK-module V(Π(r, λ, χ)) est libre de rang 1 si λ 6= 0, de rang 2 si
λ = 0.

Démonstration. Comme le foncteur V est exact on a :

V(Π(r, λ, χ))/SV(Π(r, λ, χ)) ∼→ V(π(r, λ, χ)).

Par le Théorème 2.7.8, la dimension de V(π(r, λ, χ)) sur F est égal à 1 si λ 6= 0, 2 si
λ = 0. Dans la suite on traite le cas λ 6= 0, en notant que la même démonstration marche
pour λ = 0. Comme V(Iχ(σ)/SIχ(σ)) est isomorphe à V(Iχ(σ))/V(SIχ(σ)) qui est de
dimension 1 sur F, on peut choisir e ∈ V(Iχ(σ)) tel que e ∈ V(Iχ(σ)/SIχ(σ)) soit une
base de V(Iχ(σ)/SIχ(σ)). Donc on obtient une application S-linéaire pour tout n > 1 :

φn : FJSK/SnFJSK→ V(Iχ(σ)/SIχ(σ))

définie par f 7→ f(S)e. On va montrer par récurrence que l’application φn est un iso-
morphisme pour tout n. Le cas n = 1 est connu. On considère le diagramme suivant :

0 −−−−→ Sn−1FJSK/Sn −−−−→ FJSK/Sn −−−−→ FJSK/Sn−1 −−−−→ 0

ψ

y φn

y φn−1

y
0 −−−−→ V(Sn−1Iχ(σ)/Sn) −−−−→ V(Iχ(σ)/Sn) −−−−→ V(Iχ(σ)/Sn−1) −−−−→ 0

où l’application ψ est donnée par ψ(Sn−1f) = f(S)(Sn−1e). Par l’hypothèse de ré-
currence, l’application φn−1 est un isomorphisme. Il suffit de montrer que ψ est un
isomorphisme. Mais on a aussi le diagramme commutatif suivant :

FJSK/S φ1−−−−→ V(Iχ(σ)/S)

Sn−1

y V(Sn−1)

y
Sn−1FJSK/Sn ψ−−−−→ V(Sn−1Iχ(σ)/Sn)

Dans ce diagramme, l’application à gauche est un isomorphisme et φ1 est un isomor-
phisme. Donc il suffit de montrer que l’application à droite est un isomorphisme. Or,
cette application est induite par l’application Iχ(σ)/SIχ(σ)→ Sn−1Iχ(σ)/SnIχ(σ) défi-
nie par v 7→ Sn−1v. Comme Iχ(σ) est sans S-torsion il s’agit d’un isomorphisme. Donc
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V(Sn−1) est bien un isomorphisme.
En passant à la limite on voit que V(Π(r, λ, χ)) est un FJSK-module libre de rang 1.

Proposition 4.0.4. Soient k ∈ Z>2 et ap ∈ Zp de valuation strictement positive. On a :

(T − ap)(indGKZSymk−2Z2
p) ⊂ (T − ap)(indGKZSymk−2Q2

p) ∩ (T − ap)(indGKZSymk−2Z2
p),

cette inclusion étant une égalité si et seulement si k 6 p+ 1.

Démonstration. Voir [5, Proposition 3.3.3]

Théorème 4.0.5. Dans les notations du Lemme 4.0.3, on a que V(Π(r, 0, χ)) est une
déformation à FJT K de la représentation V(π(r, 0, χ)) de GQp, absolument irréductible
et de dimension 2 sur F. Si R est l’anneau universel des déformations de cette représen-
tation, on a une application R→ FJT K qui est surjective.

Démonstration. (Esquisse de preuve)
On peut supposer χ trivial. La première partie du théorème découle immédiatement
du Lemme 4.0.3. Pour prouver la deuxième partie supposons d’abord r ∈ [0, p − 2].
On désigne par E une extension finie totalement ramifiée de W (F)[1/p], O son an-
neau d’entiers et π une uniformisante. On note E(T ) le polynôme d’Eisenstein de π et
e = [E : W (F)(1/p)]. On considère SymrW (F)2 muni d’une action de KZ où p agit tri-
vialement. L’induite compacte indGKZSymrW (F)2 est un W (F)[T ]-module, où T agit via
l’application KZ-bi-invariant ayant support sur KZ et telle que ( 1 0

0 p−1 ) 7→ Symr( p 0
0 1 ).

Alors par la Proposition 4.0.4 on a que l’isomorphisme suivant

(
indGKZSymrW (F)2)/(E(T )

) ∼→ (indGKZSymrO2)/(T − π) (4.0.6)

est sans p-torsion avec caractère central χrcyc et sa reduction modulo π est isomorphe à
π(r, 0, 1). En appliquant le foncteur V à la complétion p-adique de(
indGKZSymrW (F)2)/(E(T )

)
on obtient un réseau dans une représentation cristalline

Vπ sur E de GQp à poids de Hodge-Tate 0, r+ 1 (on utilise ici un résultat profond cf. [3,
Théorème 4.3.1])). On note D∗cris(Vπ) le module faiblement admissible qui est associé à
Vπ. On a que la trace du Frobenius de D∗cris(Vπ) est égal π.
On note R0,r+1 le quotient de R qui correspond aux déformations cristallines ayantes
poids de Hodge-Tate 0, r + 1. Soit A une W (F) algèbre locale et θ : R0,r+1 → A une
application de W (F)-algèbres. On note VA la représentation de GQp qui correspond à
θ. Il existe ap ∈ R0,r+1 tel que pour tout A et θ comme ci-dessus, la trace de ϕ sur
Dcris(V ∗A) est égal à θ(ap).
En réduisant (4.0.6) modulo p on obtient :

(
indGKZSymrF2

)
/T e

∼→ Π(r, 0, 1)/T eΠ(r, 0, 1).
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Donc R → FJT K/T e se factorise à travers le quotient R0,r+1 et ap 7→ T . Comme le
raisonnement est valable pour toute extension totalement ramifiée E de W (F), le lemme
suit lorsque r ∈ [0, p− 2].

Quand r = p− 1 le théoreme ci-dessus suit par le cas r = 0 et le lemme ci-dessous.

Lemme 4.0.7. Il existe un morphisme de F[T ][G]-modules

indGKZ Symp−1F2 → indGKZ 1

qui induit un isomorphisme continu de F[T ][G]-modules :

Π(0, λ, χ) ∼→ Π(p− 1, λ, χ)

pour λ ∈ F \ {±1}.

Démonstration. On peut identifier I \K à P1(Fp) via γ : ( a bc d ) 7→ ( ac ). En effet, K agit
transitivement sur P1(Fp), par σ · ( ab ) := σ( ab ), où σ est la réduction modulo p de σ, et I
est alors le stabilisateur de ( 1

0 ). Via cette identification on peut voir Symp−1F2 comme
le sous espace de indKI 1, composé des fonctions de moyenne 0. En effet, si l’on a un
polynôme P (x, y) :=

∑p−1
j=0 λjx

p−1−jyj dans Symp−1F2, on peut lui associer une fonction
fP (x,y) : P1(F)→ F definie par

fP (x,y)[(
α
β )] :=

p−1∑
j=0

λjα
p−1−jβj

Comme on a identifié P1(Fp) à I \K via γ, on peut définir f+
P (x,y) : I \K → F en posant

f+
P (x,y) := fP (x,y) ◦ γ. On peut en déduire naturellement f++

P (x,y) : K → F ∈ indKI 1. Un
petit calcul montre que

∑
(x,y)∈P1(Fp) P (x, y) = 0, Ce qui implique que les fonctions sont

effectivement de moyenne 0.

Un calcul facile montre que les éléments [α, 1] et [1, 1] sont fixés par I. Par exemple,
pour [α, 1] on a

( a b
pc d )[α, 1] = [( a b

pc d )α, 1] = [α( a pb
c d

), 1] = [α, ( a pb
c d

)1] = [α, 1].

Par conséquent, l’élément b = [α, 1]− T [1, 1] est fixé par I. La réciprocité de Frobenius
donne l’isomorphisme suivant :

HomI(1, indGKZ1) ∼→ HomK(indKI 1, indGKZ1)

qui associe à φ ∈ HomI(1, indGKZ1) : 1 7→ −b, la fonction Φ ∈ HomK(indKI 1, indGKZ1)
qui envoyant la fonction caractéristique de I vers −b.
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On veut prouver que Φ s’annule sur les fonctions constantes. Tout d’abord, on fait la
remarque suivante : on peut écrire chaque fonction constante de indKI 1 sous la forme
λ(
∑

k∈K/I k[1, 1]), avec λ ∈ F. On a donc

Φ(λ(
∑
k∈K/I

k[1, 1])) = λ
∑
k∈K/I

−k · b.

Pour voir que Φ(λ(
∑

k∈K/I k[1, 1])) = 0, il suffit donc de montrer que λ
∑

k∈K/I k · b = 0.
Maintenant, en rappelant que b = [α, 1]− T [1, 1], on a

∑
k∈K/I

k · T [1, 1]
(1)
=

∑
k∈K/I

Tk · [1, 1]
(2)
= T (

∑
k∈K/I

[k, 1])
(3)
= (p+ 1)T [1, 1]

(4)
= T [1, 1],

où :
(1) suit du fait que T ∈ EndG(indGKZ1)
(2) Pour chaque g ∈ G, [k, 1](g) = σ(gk)(1) si g ∈ KZk−1 et 0 sinon. Et k · [1, 1](g) =
[1, 1](gk) = σ(gk)(1) si gk ∈ KZ i.e g ∈ KZk−1, 0 sinon. D’où le résultat.
(3) T [k, 1] = T [1, 1] puisque

T [k, 1] =
∑

g′KZ∈G/KZ

[kg′, ϕα(g′−1)(1)] =
∑

g′KZ∈G/KZ

[g′, ϕα(g′−1)(1)] = T [1, 1]

(4) F est de caractéristique p.
D’autre part, on a

∑
k∈K/I

k · [α, 1] =
∑
k∈K/I

[kα, 1] = T [1, 1]

dont la deuxième égalité provient du fait que

T [1, 1] =
∑

kKZ∈G/KZ

[k, ϕα(k−1)(1)] =
∑

kKZ∈KZα−1KZ/KZ

[k, 1] =
∑
k∈K/I

[kα, 1]

Puisque l’application k ∈ K/I 7→ kα−1 ∈ KZα−1KZ/KZ est un isomorphisme, on a :∑
k∈K/I

k · b =
∑
k∈K/I

k · [α, 1]−
∑
k∈K/I

k · T [1, 1] = T [1, 1]− T [1, 1] = 0.

On a donc que Φ s’annule sur les fonctions constantes. Par conséquent, elle induit une
application

Symp−1F2 → indGKZ1

qui envoie xp−1 vers b. On note
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hb : indGKZSymp−1F2 → indGKZ1 =: I(1)

l’application qui lui est associé par réciprocité de Frobenius. Remarquons que hb est
caractérisée par la propriété hb([1, xp−1]) = b.
Maintenant il faut vérifier que hb est compatible avec l’action de T . Soit C ⊂ K l’en-
semble des matrices de la forme ( 1 0

i 1 ) pour i = 0, 1, . . . p−1, auquel on ajoute la matrice
w = ( 0 1

1 0 ). Alors Cα est un ensemble de représentants de KZαKZ/KZ, et on a :

T ([1, xp−1]) =
∑

gKZ∈G/KZ

[g, ϕα(g−1)(xp−1)]
(1)
=
∑
k∈C

(kα) · [1, ϕα(α−1k−1)(xp−1)]

(2)
=

∑
k∈C

(kα) · [1, (( 0 0
0 1 )k−1)(xp−1)]

(3)
=

∑
k∈C\{1}

(kα) · [1, yp−1]

=
∑

k∈C\{1}

(kαw) · [1, xp−1].

Donc on a

hb(T [1, xp−1]) =
∑

k∈C\{1}

(kαw) · b. (∗)

(1) ϕ(α) est à support sur KZα−1KZ et déterminée par α−1 7→ Symr( 0 0
0 1 ). Or, comme

on l’a déjà observé, il y a un isomorphisme entre K/I et KZαKZ/KZ, ce qui permet
d’écrire la somme sur C.
(2) ϕα(α−1k−1) = ϕα(α−1)k−1 = ( 0 0

0 1 )k−1

(3) Si k = ( 1 0
i 1 ) alors ( 0 0

0 1 )k−1 = ( 0 0
−i 1 ), donc ( 0 0

−i 1 ) · xp−1 = (−i y)p−1 = yp−1

Si k = w alors ( 0 0
0 1 ) · w = ( 0 0

1 0 ), donc ( 0 0
1 0 ) · xp−1 = yp−1.

Comme,

kαw[α, 1] = [kαwα, 1] = [kpw, 1] = [1, 1]

La formule (*) se traduit à :

hb(T [1, xp−1]) =
∑

k∈C\{1}

([1, 1]− T [kαw, 1]) =
∑
C\{1}

−T [kα, 1]

(4)
= T ([α, 1]− T [1, 1]) = Thb([1, xp−1])

dont (4) suit du fait que

T [1, 1] =
∑

g′KZ∈G/KZ

[g′, ϕ(g′−1)(1)] =
∑

g∈KZαKZ/KZ

[kα, 1]
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et que : ∑
k∈C\{1}

[kα, 1] = T [1, 1]− [α, 1].

Comme chaque morphisme de G-modules défini sur indGKZSymp−1F2 est caracterisée par
sa valeur sur [1, xp−1], et T est G equivariant, hb est bien un morphisme de F[T ][G]-
modules.
Pour prouver que hb induit un isomorphisme, on a besoin du résultat suivant :

Lemme 4.0.8. Soit λ ∈ F. Alors hb est non nulle modulo T − λ.

Démonstration. Supposons (T − λ)c = b pour c ∈ indGKZ1. Comme le support de b est
contenu dans la boule de rayon 1, d’après le Lemme 2.4.4, on a que le support de c est
contenu dans la boule de rayon 0. Donc c doit être dans F · [1, 1]. Mais alors [α, 1] devrait
être dans l’espace vectoriel engendré par [1, 1] et T [1, 1], qui est absurde pour des raisons
de support.

Grâce au Lemme (4.0.8), hb induit un homomorphisme non nul

indGKZ Symp−1F2/(Tp−1 − λ)→ indGKZ 1/(T0 − λ)

Pour λ 6= ±1, les deux représentations sont irréductibles, donc le morphisme obtenu est
un isomorphisme. Si n > 1, hb induit encore un homomorphisme

indGKZ Symp−1F2/(Tp−1 − λ)n → indGKZ 1/(T0 − λ)n,

et, par récurrence sur n, si λ 6= ±1, ce morphisme est encore un isomorphisme en utilisant
la suite exacte

0 −−−−→ Πp−1/(Tp−1 − λ)n
Tp−1−λ−−−−−→ Πp−1/(Tp−1 − λ)n+1 −−−−→ Πp−1/(Tp−1 − λ) −−−−→ 0

où l’on a posé Πp−1 := indGKZ Symp−1F2. L’exactitude à gauche vient du fait que si
λ ∈ F, Πp−1 n’a pas de torsion sous Tp−1 − λ (résultat analogue au Lemme 4.0.8 en
remplaçant b par 0). En passant à la limite sur n, on obtient l’isomorphisme voulu.
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Chapitre 5

Un énoncé local

Nous adopterons les notations suivantes :

On fixe τ : IQp → GL2(E) un type galoisien, k > 2 un entier et ψ : GQp → E×

un caractère continu. On note V une représentation potentiellement semi-stable de type
(k, τ, ψ). On note ρ : GQp → GL2(F) une représentation continue, d’espace vectoriel sous-
jacent VF, tel que EndGQp (ρ) = F. On note R(ρ) la O-algèbre universelle de déformation.

5.1 Représentations et Pseudo-représentations

On a vu dans le Lemme 3.2.6 que si ρ : G→ GLn(F) est une représentation absolument
irréductible alors ses déformations sont determinées par leur traces. L’idée au-dessous
de la notion de pseudo-représentation est donner une caractérisation des applications
sur G qui sont trace d’une représentation et étudier la théorie de déformation via les
déformations des applications traces. C’est Wiles qui a le premier introduit les pseudo-
représentations de dimension 2 d’un certain groupe [37]. Puis Taylor a développé l’étude
des pseudo-représentations de dimension d d’un groupe quelconque [34]. Dans cette sec-
tion on ne donnera que des définitions et des énonces des résultats qu’on va utiliser par
la suite.

Soit R un anneau avec unité et B une R-algèbre.

Définition 5.1.1. Une représentation de dimension d de B dans R est un morphisme
de R-algèbres ρ : B → Md(R). Deux représentations ρ et ρ′ sont dites équivalentes s’il
existe une matrice M dans GLd(R) tel que ρ′(b) = M−1ρ(b)M pour tout b dans B. Si R
est local de corps résiduel F , la représentation résiduelle associée est la représentation
ρ : B ⊗R F → Md(F ) déduite de ρ par réduction modulo l’idéal maximal m de R.

Remarque 5.1.2. Lorsque B est l’algèbre R[G] d’un groupe G, il y a une correspondance
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bijective naturelle entre les représentations de B dans Md(R) et les représentations G
dans GLd(R).

Définition 5.1.3. Une pseudo-représentation de dimension d de B dans R est une
forme linéaire T : B → R vérifiant :

i. T (1) = d ;

ii. T est centrale, c’est-à-dire que ∀ b1, b2 ∈ B, T (b1b2) = T (b2b1) ;

iii. ∀ b0, . . . , bd ∈ B,
∑

σ∈Sd+1
ε(σ)Tσ(b0, . . . , bd) = 0, où σ est une permutation de

Sd+1, ε(σ) est sa signature. Si σ se décompose en mσ cycles de support disjoints :

(i11, i
2
1, . . . , i

k1
1 )(i12, i

2
2, . . . , i

k2
2 ) . . . (i1mσ , i

2
mσ , . . . , i

k1
mσ)

où i11 = 0 et Tσ est l’application définie par

Tσ(b0, . . . , bd) = T (bi11 , bi21 , . . . , bik11

)T (bi12 , bi22 , . . . , bik22

) . . . T (bi1mσ , bi2mσ , b...,ik1mσ
).

Lorsque G est un groupe, on peut définir une pseudo-déformation de dimension d de G
dans R : c’est une application T : G → R vérifiant les propriétés (i),(ii),(iii) énoncées
ci-dessus pour les éléments du groupe. Si B = R[G] ces deux notions sont équivalentes,
comme dans le cas des représentations.

Définition 5.1.4. Soit f : A → A′ une surjection d’anneaux et TA′ : G → A′ une
pseudo-représentation. Une déformation de TA′ dans A est une pseudo-représentations
continue TA : G→ A de G telle que f ◦ TA = TA′.

Maintenant on suppose que G soit profini et engendré topologiquement par un nombre
fini d’éléments. Soit κ un corps topologique tel que 2 soit inversible. Si κ est discrète et
de caractéristique p > 0, on pose W = κ ou bien un anneau de valuation discrète de
caractéristique 0 et de corps résiduel κ. Dans tous les autres cas on pose W = κ.
On fixe une psudo-représentation continue de dimension d : Tκ : G → κ. On note C la
catégorie des W -algèbres locales artiniennes de corps résiduel κ. On note Dps

Tκ
: C → Ens

definie par
Dps
Tκ

(A) = {déformations τA : G→ A qui relèvent Tκ}

Lemme 5.1.5. Supposons que d! soit inversible dans κ. Alors Dps
Tκ

est pro-représentable
par une W -algèbre locale complète Rps

Tκ
.

Démonstration. Voir [26, Lemme (1.4.2)].

Soit Vκ un κ-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action continue de G tel que
Endκ[G]Vκ = κ. Soit RVκ la W -algèbre universelle de déformation de Vκ qui représent
le foncteur DVκ . On note Tκ la pseudo-représentation qui correspond à Vκ et Rps

Tκ
la
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W -algèbre locale complète qui représent le foncteur Dps
Tκ

. 1 Soit η : DVκ → Dps
Tκ

define
par :

η(A) : DVκ(A)→ Dps
Tκ

(A), ρ 7→ Trace(ρ).

Comme Hom(RVκ , A) ∼→ DVκ(A) et Hom(Rps
Tκ
, A) ∼→ DVκ(A) on en déduit une flèche :

f(A) : HomW−alg(RVκ , A)→ HomW−alg(Rps
Tκ
, A).

On note θ : Rps
Tκ
→ RVκ = f(RVκ)(idRVκ ). On a le résultat suivant

Théorème 5.1.6. Soit Vκ un κ-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
continue de G tel que Endκ[G]Vκ = κ. Soit RVκ la W -algèbre universelle de déformation
de Vκ. On note Tκ la pseudo-représentation qui correspond à Vκ et θ : Rps

Tκ
→ RVκ

l’application qu’on a defini au-dessus.

i. Si Vκ est absolument irréductible, alors θ est un isomorphisme.

ii. Si Vκ est une extension non triviale de ω1 par ω2 pour deux caractères distincts ω1

et ω2 de G et Extκ[G]
1(ω1, ω2) est de dimension 1 sur κ, alors θ est surjective.

Lemme 5.1.7. On suppose que G = GQp et κ ⊂ Fp et Vκ comme dans 5.1.6. Supposons
que Vκ satisfait (i) ou (ii) du Théorème 5.1.6. Alors l’application

(Rps
Tκ

[1/p])red → (RVκ [1/p])red

induit par θ est un isomorphisme.

Lemme 5.1.8. Soit TF une pseudo-représentation de dimension 2 de GQp sur F avec
TF irréductible ou bien TF une somme de deux pseudo-représentations de dimension 1
distinctes, ω1, ω2 : GQp → F×. Si p = 3, on suppose que ω1ω

−1
2 6= ω. Soit Rps,◦

TF
l’image

de Rps
TF

dans (Rps
TF

[1/p])red. Alors il existe un Rps,◦
TF

-module M libre de rang 2 muni d’une
action continue de GQp tel que pour tout σ ∈ GQp la trace de σ sur M est donnée par
T (σ) ∈ Rps,◦

TF
.

On remarque les deux faits suivants que l’on déduit par le Théoreme 5.1.6, et les Lemmes
5.1.7 et 5.1.8 :

i. Soit Vκ un κ-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une action continue de GQp
telle que Endκ[G]Vκ = κ. Soir r la pseudo-représentation definie par r = Trace(ρ)
et r une pseudo-représentation. Alors il existe une représentation Vr de dimension
2 sur E′ de GQp telle que r = Trace(Vr).

ii. Rps(r) est topologiquement engendré par les éléments T (σ), σ ∈ GQp .

On conclut cette section avec le résultat suivant :

1. La pseudo-représentation Tκ est definie par Tκ(g) = Trace(ρ(g)).
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Théorème 5.1.9. Soit VF une représentation continue de GQp sur un F-espace vectoriel
de dimension 2 à caractère central ψχcyc. Soient r = Trace(VF) et Rps(r) la O-algèbre
universelle de déformation. On suppose que V(Π(r, λ, χ)) est un facteur de Jordan-Hölder
de VF. Alors il existe une application θ : Rps(r) → FJSK telle que pour tout σ ∈ GQp,
θ(T (σ)) ∈ FJSK agit sur V(Π(r, λ, χ)) via σ+ψχcyc(σ)σ−1. L’application θ est surjective
sauf si r = p− 2 et λ = ±1. Si VF est réductible, alors θ depènd seulement de V ss

F et pas
de (r, λ, χ).

5.2 Une grosse représentation de GL2(Qp)

Dans cette section on va construire, à partir de l’induite compacte indGL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
σ(k, τ),

une représentation de GL2(Qp) sur laquelle Rψ(k, τ, ρ) agit. Cette représentation fera le
lien entre µaut et Rψ(k, τ, ρ)⊗O F.

L’hypothèse suivante sur le type (k, τ, ψ) est cruciale pour la suite du travail.

Hypothèse 5.2.1. Soit E′ une extension finie de E. Soit V un E′-espace vectoriel de
dimension 2 muni d’une action continue de GQp. Supposons que V soit potentiellement
semi-stable de type (k, τ, ψ). Il existe un OE′-réseau admissible Π à caractèr central ψ,
tel que V(Π)⊗OE′ E

′ ∼→ V et tel que σ(k, τ) ↪→ Π⊗OE′ E
′ soit une inclusion GL2(Zp)-

équivariante.

Remarque 5.2.2. Kisin a construit un candidat pour Π qui satisfait V(Π)⊗OE′ E
′ ∼→ V

sauf si p = 3 et la représentation modulo p associé à V est ( ω ∗0 1 ) ⊗ χ ou ind
GQp
GQ2

p

ω2
2 ⊗ χ

(cf. [27, Théorème 0.1]). L’inclusion n’est connue que si V devient semi-stable sur une
extension abelienne de Qp (cf. [26, Théorème 1.2.8]).

On rappelle que σ(τ) est le type défini par Henniart associé à τ et

Lk,τ ⊂ σ(k, τ) = σ(τ)⊗E Symk−2E2

est un O-réseau stable. Le caractère central de σ(k, τ) est par définition

σ(k, τ)|Z×p = χk−2
cyc detτ |Z×p = σ(k, τ)|Z×p .

On note r : GQp → F la pseudo-représentation donnée par la trace de ρ et Rps(r) la
O-algèbre universelle de déformation. On suppose que E′ est une extension de E et que
r est une déformation de r à OE′ . Quitte à agrandir E′, il existe une représentation
Vr de dimension 2 sur E′ de GQp tel que r est donnée par la trace de Vr. La semi-
simplifiée est determinée de façon unique. On suppose que Vr est de type (k, τ, ψ). Par
l’Hypothèse 5.2.1, il existe un OE′-réseau admissible Πr de caractère central ψ tel que
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Vr
∼→ V(Πr) ⊗OE′ E

′ et il existe une inclusion K-équivariante σ(k, τ) ↪→ Πr ⊗OE′ E
′. Si

z ∈ Z et x ∈ σ(k, τ), on pose z ·x := ψ(z)x. Le plongement devient alors KZ-équivariant.
Par le Lemme de réciprocité compacte de Frobenius on obtient une application

indGKZσ(k, τ)→ Πr ⊗OE′ E
′.

Quitte à multiplier par une puissance de p, on peut supposer qu’elle induit une applica-
tion

indGKZL(k,τ) → Πr. (5.2.3)

Théorème 5.2.4. On note Π(r) la fermeture de l’image de 5.2.3. Elle est un O-réseau
admissible tel que :

i. Π(r)⊗OE′ E
′ = Πr ⊗OE′ E

′ si Vr est absolument irréductible.

ii. Π(r)⊗OE′ E
′ est un sous module fermé strict sinon. Plus précisément, dans ce cas

Π(r) ⊗OE′ E
′ et (Πr/Π(r)) ⊗OE′ E

′ sont des GL2(Qp)-représentations admissibles
qui dépendent seulement de V ss

r .

Démonstration. Voir [14, Théorème 0.4] ou [9, Proposition 2.2.1].

On peut appliquer le foncteur V de Colmez à Π(r) et on obtient une représentation de
GQp sur un O-module libre de rang 1. Comme V(Π(r)) ne dépend que de V ss

r , l’action
de GQp sur V(Π(r)) est donnée par g · x = χk−1

cyc (g)µλ(g)x.
On pose V (r) = V(Π(r)). On déduit du Théorème 5.2.4 que l’image de la composée

V (r)→ V(Πr)→ Vr

est égal à Vr si Vr est absolument irréductible et à un E′-sous-espace vectoriel de dimen-
sion 1 de Vr sinon.
Maintenant on se donne une collection finie de déformations distinctes U = {r1, . . . , rn}
de r (définies sur E′ quitte à agrandir E′). Pour toute ri on fixe Vri , potentiellement
semi-stable de type (k, τ, ψ) tel que la trace est ri. Pour tout i on obtient une flèche

indGKZLk,τ → Πri .

On note Π(U) la fermeture de l’image de

indGKZLk,τ →
n⊕
i=0

Πri .

Elle est encore un O-réseau admissible.
Enfin, si on se donne une famille dénombrable de déformations U = {ri}i>1 et une famille
(Vri)i>1 de représentations semi-stables de type (k, τ, ψ) tel que, pour tout i, la trace de
Vri est ri, on pose

Π(U) = lim←−Π(U ′)

où U ′ parcourt les sous-ensembles finis de U . On pose V (U) = lim←−V(Π(U ′)).



60 Chapitre 5. Un énoncé local

Lemme 5.2.5. Soit U = {ri}i>1 une famille dénombrable de déformations distinctes de
r. Alors :

i. V (U) est un Rps(r)-module.

ii. Si U ′ ⊂ U est une inclusion d’ensembles, alors la flèche naturelle V (U) → V (U ′)
est une application de Rps(r)-modules.

iii. Si r ∈ U , alors Rps(r) agit sur V (r) via l’image de l’application correspondante

xr : Rps(r)→ OE′ .

En particulier V (r) est un xr(Rps(r))-module.

Démonstration. i. Il suffit de démontrer le lemme lorsque U = {r1, . . . , rn}. Comme
on a une inclusion Π(U) ↪→

⊕n
i=1 Πri et le foncteur V est exact, on obtient

V (U) ↪→
⊕n

i=1 V(Πri). Or, pour tout i, V(Πri) ⊂ Vri et donc on a une inclusion
V (U) ↪→

⊕n
i=n Vri . L’anneau Rps(r) agit sur Vri via le caractère xri : Rps(r)→ OE′

correspondant à la pseudo-déformation ri. On a vu que Rps(r) est topologiquement
engendré par les éléments T (σ), σ ∈ GQp . Il suffit de vérifier que l’application

T (σ) : V (U)→
n⊕
r=1

Vri

induite par T (σ) a son image dans V (U). L’action de T (σ) sur chaque Vri est
donnée par σ + ψχcyc(σ)σ−1. Comme V (U) est un sous-espace de

⊕n
i=0 Vri stable

par GQp on peut conclure.

ii. Il est conséquence du fait que l’application V (U) → V (U ′) respecte l’action de
GQp .

iii. C’est évident.

Remarque 5.2.6. On peut montrer de la même manière que V (U) est un R(ρ)-module
car Rps(r) � R(ρ) par le Théorème 5.1.6. De plus, si U ′ ⊆ U ′′ est une inclusion d’en-
sembles finis, la flèche ΠU ′,U ′′ : Π(U ′′) → Π(U ′) est d’image dense car le diagramme
suivant

indGKZLk,τ
fU′′ //

fU′

%%LLLLLLLLLL
Π(U ′′)

ΠU′,U′′

��
Π(U ′)

est commutative et donc l’image de ΠU ′,U ′′ contient fU ′(indGKZ(Lk,τ )). Comme Π(U ′) et
Π(U ′′) sont des O-reseaux admissibles, et donc de longueur finie modulo πn, pour tout
n, alors ΠU ′,U ′′ est surjective. Par exactitude du foncteur V on a aussi V (U ′′)� V (U ′).
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5.3 Preuve de l’ Inégalité

Dans cette section on veut prouver le résultat suivant qui établit une inégalité entre les
deux multiplicités µgal(k, τ, ρ) et µaut(k, τ, ρ) :

Théorème 5.3.1. Soit k un entier > 2. Soit τ : IQp → GL2(E) un type galoisien et
ψ : GQp → O× un caractère continu telle que ψχ2−k

cyc |IQp∼ det τ .
Supposons que

ρ : GQp → GL2(F)

est soit absolument irréductible soit une extension non triviale de ω2 par ω1, où ω1, ω2 :
GQp → F× sont des caractères distincts avec ω1 6= ωω2.
Alors :

e(Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 µaut(k, τ, ρ).

Le théorème, tel que demontré par Kisin, découle de 2 majorations intermédiaires.

5.3.1 Première majoration

Soit Ix le noyau de la flèche x : R(ρ) → OE′ qui correspond à une représentation
potentiellement semi-stable de type (k, τ, ψ) : Vx. On note U l’ensemble des applications
qui vérifient cette condition et I =

⋂
x∈U Ix. L’ensemble U est non dénombrable. D’après

le Lemme de Rees (cf. [30, Théorème 8.5]) il existe U0, sous-ensemble dénombrable de
U , tel que I =

⋂
x∈U0

Ix. Donc Rψ(k, τ, ρ) = R(ρ)/
⋂
x∈U0

Ix. On dispose de Π(U0) et de
V (U0) (cf. 5.2).

Définition 5.3.2. Soit Q une représentation de GL2(Qp) sur un F-espace vectoriel. Soit
P une collection de représentations de la forme π(r, λ, χ) toutes à caractère central ψ.
On pose Q

P̂
= lim←−Q

′ où Q′ parcourt les quotients de Q de longueur finie tels que les
facteurs de Jordan-Hölder sont isomorphes à un sous-quotient d’une représentation de
la forme π(r, λ, χ) ∈ P .

Remarque 5.3.3. Le foncteur Q 7→ Q
P̂

est exact à droite.

On pose V(Q
P̂

) = lim←−V(Q′).

Lemme 5.3.4. i. Rψ(k, τ, ρ) agit fidèlement sur V (U0).

ii. V (U0) est un Rψ(k, τ, ρ)-module de type fini sans p-torsion.

Démonstration. i. On rappelle que R(ρ) agit sur Vx à travers la flèche x : R(ρ) →
OE′ . Comme l’action de R(ρ)/Ix est fidèle sur Vx et V (U ′) ↪→

⊕
x∈U ′ Vx, alors

l’action de R(ρ)/
⋂
x∈U ′ Ix est fidèle sur V (U ′), où U ′ est un ensemble fini. Donc

l’action de Rψ(k, τ, ψ) est fidèle sur V (U0) comme V (U0) = lim←−U ′⊂U0
V (U ′) et⋂

x∈U Ix =
⋂
x∈U0

Ix.
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ii. Si U ′ est un sous-ensemble fini de U , alors Π(U ′) est un O-réseau admissible.
Alors V (U ′) = V(Π(U ′)) est sans p-torsion et p-adiquement séparé et complet,
à savoir

⋂
n p

nV (U ′) = 0. Donc il en est de même pour V (U0). Il suffit donc de
montrer que V (U0)/πV (U0) est un Rψ(k, τ, ρ) ⊗ F-module de type fini. On pose
Lk,τ := Lk,τ ⊗O F. Notons Pρ l’ensemble de représentations de la forme π(r, λ, χ),
à caractère central ψ, telles que V(π(r, λ, χ)) est un facteur de Jordan-Hölder de
VF. Par densité de indGKZLk,τ dans Π(U ′), on a indGKZLk,τ � Π(U ′)/πΠ(U ′). On
veut montrer que Π(U ′)/πΠ(U ′) n’a que des facteurs de Jordan-Hölder dans Pρ.
Comme Vx est une déformation de ρ alors Vx/πnVx est aussi une déformation de
ρ. Alors ses facteurs de Jordan-Hölder sont ceux de ρ donc il en est de même de⊕

x∈U ′ Vx/π
nVx donc aussi de V (U ′)/πV (U ′). Cela entrâıne que pour tout U ′ sous-

ensemble fini de U , Π(U ′)/πΠ(U ′) est un quotient de indGKZLk,τ dont les facteurs
de Jordan-Hölder sont dans Pρ et on en déduit

(indGKZLk,τ )
P̂ρ
� Π(U0)/πΠ(U0).

Fixons maintenant Li−1 ⊂ Li une filtration de Lk,τ par des sous-F-espaces vecto-
riels stables par KZ tels que Li/Li−1 est une représentation irréductible de KZ
sur F.
Considerons les flèches

(indGKZLi)P̂ρ → (indGKZLk,τ )
P̂ρ
� Π(U0)/πΠ(U0)

d’où on déduit

V((indGKZLi)P̂ρ)→ V((indGKZLk,τ )
P̂ρ

)� V(Π(U0)/πΠ(U0)) (5.3.5)

la deuxième flèche étant surjective par exactitude du foncteur V. On note
(V (U0)/πV (U0))i l’image de la flèche composée à droite. On veut montrer que
(V (U0)/πV (U0))i est un sous-R(ρ)-module de V (U0)/πV (U0). En effet, comme
Rps(r) est topologiquement engendré par T (σ) pour σ ∈ GQp et Rps(r)� R(ρ), on
déduit que R(ρ) est engendré par le même éléments. Donc il suffit de montrer que
les éléments T (σ) ∈ R(ρ) préservent (V (U0)/πV (U0))i. Or, T (σ) agit par :

T (σ) = σ + ψ χcycσ
−1 sur V (U0)/πV (U0)

et (V (U0)/πV (U0))i est stable par GQp , on peut donc conclure.
Soit maintenant gri(V (U0)/πV (U0)) := (V (U0)/πV (U0))i/(V (U0)/πV (U0))i−1. On
a par 5.3.5 :

gri(V (U0)/πV (U0)) est un quotient de V((indGKZLi)P̂ρ)/V((indGKZLi−1)
P̂ρ

).
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Or, de la suite exacte suivante :

indGKZLi−1 → indGKZLi → indGKZ(Li/Li−1)→ 0

on déduit, par exactitude à droit du foncteur Q 7→ Q
P̂

:

(indGKZLi−1)
P̂ρ
→ (indGKZLi)P̂ρ → (indGKZLi/Li−1)

P̂ρ
→ 0

et donc, par exactitude du foncteur V :

V(indGKZLi−1)
P̂ρ

)→ V(indGKZLi)P̂ρ)→ V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ)→ 0.

On obtient : gri(V (U0)/πV (U0)) est un R(ρ)-module qui est un quotient de
V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ). Or, (indGKZ(Li/Li−1))

P̂ρ
) est soit nul, soit une des repré-

sentations Π(r, λ, χ). Pour terminer la démonstration du lemme il suffit de prouver
que gri(V (U0)/πV (U0)) est un Rps(r)-module de type fini.
Or, par les Lemmes 4.0.3 et 5.1.9 V(Π(r, λ, χ)) est un FJSK-module libre (de rang
1 ou 2) si non nul avec une surjection Rps(r)� FJSK. En particulier V(Π(r, λ, χ)),
donc V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ), donc gri(V (U0)/πV (U0)), est un Rps(r)-module de
type fini.

Soit α = {V(πρ)}, où πρ est l’élément de Pρ tel que {V(πρ)} est l’unique sous-représentation
irréductible non nulle de ρ.

Proposition 5.3.6. On a

eα(V (U0)/πV (U0), Rψ(k, τ, ψ)/πRψ(k, τ, ψ)) 6 µaut(k, τ, ψ).

Démonstration. On note eα(M) au lieu de eα(M,Rψ(k, τ, ψ)/πRψ(k, τ, ψ)). Par récur-
rence on obtient :

eα(V (U0)/πV (U0)) =
∑
i

eα(gri(V (U0)/πV (U0))). (5.3.7)

En effet

0→ (V (U0)/πV (U0))i−1 → (V (U0)/πV (U0))i → gri(V (U0)/πV (U0))→ 0

est exacte ; donc pour la Proposition 3.1.16 on a :

eα((V (U0)/πV (U0))i) = eα((V (U0)/πV (U0))i−1) + eα(gri(V (U0)/πV (U0)))

et cela entrâıne 5.3.7. Par la preuve précédente, on a une surjection de Rps(r)-modules :

V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ)� gri(V (U0)/πV (U0))
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l’action de Rps(r) se factorisant par Rps(r)� FJSK. Comme

dimFJSK = dimRψ(k, τ, ψ)/πRψ(k, τ, ψ) = 1,

on a :

eα(gri(V (U0)/πV (U0))) = eα(gri(V (U0)/πV (U0)),FJSK) 6 eα(V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ),FJSK).

Mais

V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ) '


0 si Li/Li−1 n’est pas un poids de ρss

FJSK si Li/Li−1 est un poids et ρss est réductible
FJSK2 si Li/Li−1 est un poids et ρss est irréductible

donc on a

eα(V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ),FJSK) =

{
0 si Li/Li−1 n’est pas un poids de ρ
1 sinon

cela entrâıne
∑

i eα(V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ),FJSK) = µaut(k, τ, ρ) d’où le résultat puisque

eα(V (U0)/πV (U0)) 6
∑
i

eα(V(indGKZ(Li/Li−1))P̂ρ),FJSK)

5.3.2 Deuxième majoration

On montre d’abord un fait élémentaire d’algèbre commutative :

Proposition 5.3.8. Soit R un anneau réduit, noethérien et p un idéal premier minimal.
Alors :

i. Le localisé de R par rapport à p est le corps de fraction de R/p

ii. On a une injection R ↪→
∏

p minimal

Rp

Démonstration. i. Comme Rp est noethérien, il existe N ∈ N tel que (pRp)N = 0.
Mais R réduit entrâıne (pRp) = 0. Or, Frac(R/p) = Rp/pRp ce qui implique (i).

ii. En effet, soit r nul dans tous les Rp. L’annulateur I de r ne contient aucun idéal
premier minimal. Ce n’est donc pas un idéal propre, à savoir I = 0.

Définition 5.3.9. Un espace topologique X est dit

i. irréductible s’il est non vide et n’est pas réunion de fermés stricts ;
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ii. noethérien si toute suite décroissante de fermés est stationnaire.

Proposition 5.3.10. Soit X un espace topologique non vide noethérien. Alors, X est
réunion finie de fermés irréductibles Xi. L’ensemble des Xi est bien déterminé par X si
on impose Xi * Xj pour tout i 6= j : c’est l’ensemble des fermés irréductibles maximaux
de X, appelés composantes irréductibles.

Démonstration. Voir [29, Proposition 49.11].

Définition 5.3.11. Soit X un espace topologique. On dit que η ∈ X est générique si
son adhérence est un fermé irréductible maximal de X.

Proposition 5.3.12. Soit X = Spec(A)

i. Un fermé Y = V (I) de X est irréductible si et seulement si le radical de I est
premier. En particulier X est irréductible si et seulement si A possède un unique
idéal premier minimal (qui est alors le nilradical de A).

ii. Si A est noethérien, les composantes irréductibles de X sont les V (pi) avec pi idéal
premier minimal de A.

Démonstration. [23, Proposition 3.15].

Proposition 5.3.13. Soit X = Spec(A) avec A noethérien. Alors X est un espace
topologique noethérien.

Démonstration. Voir [23, Proposition 3.2].

Comme on a déjà remarqué (cf. 3.3.4) l’anneau Rψ(k, τ, ρ) est noethérien, donc par 5.3.13
Spec(Rψ(k, τ, ρ)) est un espace topologique noethérien et par 5.3.12 ses composantes irré-
ductibles sont données par SpecRψ(k, τ, ρ)/p, où p est un idéal premier minimal. Comme
Rψ(k, τ, ρ) est réduit on a Rψ(k, τ, ρ)p = Frac(Rψ(k, τ, ρ)/p) par la Proposition 5.3.8.
Alors Rψ(k, τ, ρ)p est le corps de fonctions de la composante irréductible correspondante
à p.

Définition 5.3.14. Supposons que Z ⊂ SpecRψ(k, τ, ρ) est une composante irréductible.
On dit que Z est de type irréductible si la représentation de GQp → GL2(Rψ(k, τ, ρ)p)
est absolument irréductible et de type réductible sinon.

On donne maintenant l’énoncé d’un résultat classique que on va utiliser par la suite :

Lemme 5.3.15. Soit K un corps et V,W deux représentations d’un groupe G sur des
K-espaces vectoriels de dimension finie non nuls. Supposons V absolument irréductible
et soit Pσ(X) := det ((X− σ)|V) pour σ ∈ K[G]. Si Pσ(σ)|W = 0 pour tout σ ∈ K[G]
alors W a tous ses facteur de Jordan-Hôlder sur K isomorphes à V .
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Démonstration. Voir [26, Lemma 1.6.11].

Lemme 5.3.16. Soit K un corps, G un groupe et V un K-espace vectoriel de dimension
2 muni d’une action K-linéaire de G. Supposons que

Trace(g) = χ1(g) + χ2(g) avec χi : G→ K×,

alors V ss = χ1 ⊕ χ2.

Lemme 5.3.17. i. Si ρ est absolument irréductible, alors toutes les composantes
sont de type irréductible.

ii. Si ρ est réductible et Z de type réductible, alors la représentation
GQp → GL2(Rψ(k, τ, ρ)p) est réductible de la forme ( ω̃1 ∗

0 ω̃2
) où ω̃i : GQp →

(Rψ(k, τ, ρ)/p)× relève ωi.

Démonstration. i. Supposons par l’absurde qu’il existe une composante irréductible
de type réductible : Spec(Rψ(k, τ, ρ)/p). Quitte à remplacer Rψ(k, τ, ρ)/p par sa
clôture intégrale dans l’extension finie de Rψ(k, τ, ρ)p sur laquelle
GQp → GL2(Rψ(k, τ, ρ)p) deviendrait réductible, on peut supposer
GQp → GL2(Rψ(k, τ, ρ)p) réductible. Choisissons une base rendant cette représen-
tation réductible. Il existe f ∈ Rψ(k, τ, ρ)/p tel queGQp → GL2((Rψ(k, τ, ρ)p)[1/f ])
est déjà réductible. Donc toute déformation de ρ associée à un morphisme
(Rψ(k, τ, ρ)/p) → OE′ qui envoie f dans un élément non nul est réductible. Cela
est impossible puisque ρ est absolument irréductible.

ii. En procédant comme au (i), on en déduit l’existence d’un ensemble de morphismes
de OE-algèbres, x : Rψ(k, τ, ρ)/p → OE′ . A chaque x est associée ρx, une défor-
mation réductible de ρ. Alors ρx est une extension non triviale de ω̃2,x par ω̃1,x,
où ω̃1,x, ω̃2,x : GQp → (Rψ(k, τ, ρ)/p)× relèvent ω1, ω2. On remarque que les mor-
phismes ci-dessus donnent un ensemble de points Zariski-dense de Rψ(k, τ, ρ)/p.
Comme ρx est de type (k, τ, ψ) avec ψ|IQp ' χk−2

cyc detτ , cela force τ à être de la
forme τ = ε1 ⊕ ε2, quitte à agrandir E, avec εi : IQp → O×. Les εi s’étendent à
GQp puisque τ est un type galoisien et :

ω̃1,x|IQp = χk−1
cyc ε1

ω̃2,x|IQp = ε2.

On fixe un tel x0 et on considère la pseudo-représentation donnée par :

σ 7→ ω̃1,x0µT + ω̃2,x0µ
−1
T

où T = 1 + S et on note µT le caractère non-ramifié qui envoie le Frobenius
géométrique sur T . Elle est à valeurs dans OJSK et correspond à une immersion
fermée :
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Z = Spec(OJSK) ↪→ SpecRps(r).

De plus, un ensemble Zariski-dense de points de Z provient de points de Rψ(k, τ, ρ)
par ce qui précède :

Z // Spec(Rps(r)))

Z × Spec(Rψ(k, τ, ρ)))

OO

// Spec(Rψ(k, τ, ρ)))

OO

Comme Z×Spec(Rψ(k, τ, ρ))) ↪→ Z est un immersion fermée et l’image est Zariski-
dense, on a un isomorphisme. Donc la représentation GQp → GL2(Rψ(k, τ, ρ)/p) '
GL2(OJSK) a pour trace ω̃1,x0µT + ω̃2,x0µ

−1
T . On conclut par le Lemme 5.3.16.

Proposition 5.3.18. Supposons ρ irréductible. On a :

eα(Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 eα(V (U0)/πV (U0), Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)).

Démonstration. On note V ψ(k, τ, ρ) la déformation GQp → GL2(Rψ(k, τ, ρ)). On veut
montrer qu’il existe une injection de V ψ(k, τ, ρ) dans V (U0). Soit σ ∈ Rψ(k, τ, ρ). Par
définition

Pσ(X) = X2 − Trace(σ)X + 1/2((Trace(σ))2)− Trace(σ2))

est le polynôme caractéristique de σ ∈ GQp sur V ψ(k, τ, ρ). Il annule Vx pour tout x ∈ U0.
En effet l’operateur σ2 − Trace(σ)σ + ψ(σ)χcyc(σ) agit sur Vx par 0. Mais Vx est par
hypothèse de déterminant ψχcyc. Comme Pσ(X) annule tout Vx, x ∈ U0, il annule V (U0).
Par le Lemme 5.3.17 V ψ(k, τ, ρ)⊗Rψ(k,τ,ρ)R

ψ(k, τ, ρ)p est absolument irréductible si p est
minimal. On peut donc appliquer le Lemme 5.3.15 à V ψ(k, τ, ρ)⊗Rψ(k,τ,ρ)R

ψ(k, τ, ρ)p et
V (U0)⊗Rψ(k,τ,ρ)R

ψ(k, τ, ρ)p. On en déduit un injection GQp-équivariante de Rψ(k, τ, ρ)-
espaces vectoriels :

V ψ(k, τ, ρ)⊗Rψ(k,τ,ρ) R
ψ(k, τ, ρ)p ↪→ V (U0)⊗Rψ(k,τ,ρ) R

ψ(k, τ, ρ)p.

Par le Lemme 5.3.8, comme Rψ(k, τ, ρ) est réduit, on a :

Rψ(k, τ, ρ) ↪→
∏

p minimal

Rψ(k, τ, ρ)p

et si x ∈
∏

p minimalR
ψ(k, τ, ρ)p, il existe f /∈ p pour tout p tel que fx ∈ Rψ(k, τ, ρ).

On a donc :
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V ψ(k, τ, ρ)⊗
∏

pR
ψ(k, τ, ρ)p

// V (U0)⊗
∏

pR
ψ(k, τ, ρ)p

V ψ(k, τ, ρ)

OO 33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

On sait que V ψ(k, τ, ρ) est libre de rang 2 sur Rψ(k, τ, ρ), donc il existe f ∈ Rψ(k, τ, ρ)
tel que V ψ(k, τ, ρ) ↪→ 1/f V (U0) ⊂ V (U0)[1/f ]. On note V (U0)[f ] la f -torsion de V (U0).
Soit m ∈ Z>0 tel que V (U0)[f ] est tuée par fm. On a :

V ψ(k, τ, ρ) ↪→ 1
f
V (U0)

×f→ V (U0)
V (U0[f ])

×fm
↪→ V (U0)

où la flèche au milieu est un isomorphisme. On en déduit que V ψ(k, τ, ρ) ↪→ V (U0) est un
injection de Rψ(k, τ, ρ)-modules commutant à GQp . Toujours par la Proposition 3.1.16
on a eα(V ψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 eα(V (U0)/πV (U0), Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)). Mais
comme ρ est irréductible, il est clair que eα(V ψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 eα(Rψ(k, τ, ρ)),
ce qui entrâıne la proposition.

Proposition 5.3.19. Supposons ρ réductible. On a :

eα(Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 eα(V (U0)/πV (U0), Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)).

Démonstration. On note I irr l’idéal correspondant aux composantes de type irréductible
et Ired celui correspondant aux composantes de type réuctible.
Comme l’application

Rψ(k, τ, ρ)→ I irr ⊕ Ired

est un isomorphisme sur les points génériques, on a :

eα(Rψ(k, τ, ρ)/π) = eα(Rψ(k, τ, ρ)/(π, I irr)) + eα(Rψ(k, τ, ρ)/(π, Ired))

par la Proposition 3.1.18. On va majorer chaque terme dans la somme de droite.
Exactement la même preuve que dans le cas ρ irréductible en travaillant avec
Rψ(k, τ, ρ)/Ired donne :

eα(V ψ(k, τ, ρ)/(π, I irr), Rψ(k, τ, ρ)/(π, I irr)) 6 eα(V (U0), Rψ(k, τ, ρ)/(π, I irr))

et on a :

e(Rψ(k, τ, ρ)/(π, I irr)) = eα(V ψ(k, τ, ρ)/(π, I irr), Rψ(k, τ, ρ)/(π, I irr))

puisque ρ est réductible et qu’on ne compte qu’un facteur de Jordan-Hölder sur 2.
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Si p est de type réductible, alors

V ψ(k, τ, ρ)/Ired ⊗Rψ(k,τ,ρ)/Ired R
ψ(k, τ, ρ)p

possède un sous-Rψ(k, τ, ρ)p-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel GQp agit par ω̃1

par le Lemme 5.3.17. Soit vp un vecteur de base de ce sous-espace vectoriel. En raisonnant
comme dans la Proposition 5.3.18, on peut trouver f ∈ Rψ(k, τ, ρ) non diviseur de 0,
tel que v := (fvp) provient de V ψ(k, τ, ρ)/Ired, et GQp agit sur v par un caractère ω̃1

tel que ω̃1 relève ω1. Si x est sur une composante de Ired, alors σ − ω̃1(σ) est nul sur
chaque V (x) ↪→ Vx et donc sur V (U0)/Ired. En reproduisant la même preuve que pour
ρ irréductible, on obtient (

Rψ(k, τ, ρ)/Ired
)
· v ↪→ V (U0)/Ired

ce qui entrâıne

eα(
(
Rψ(k, τ, ρ)/(π, Ired)

)
· v) 6 eα(V (U0)/(π, Ired), Rψ(k, τ, ρ)/(π, Ired)).

Or, comme f n’est pas diviseur de 0, on a :

e(
(
Rψ(k, τ, ρ)/(π, Ired)

)
) = eα(

(
Rψ(k, τ, ρ)/(π, Ired)

)
· v)

Donc

e(Rψ(k, τ, ρ)/π) 6 eα(V (U0)/(π, Ired), Rψ(k, τ, ρ)/(π, Ired)) + eα(V (U0)/(π, I irr), Rψ(k, τ, ρ)/(π, I irr))

= eα(V (U0)/(Ired, π), Rψ(k, τ, ρ)/π) + eα(V (U0)/(I irr, π), Rψ(k, τ, ρ)/π).

Comme l’application

V (U0)→ V (U0)/I irr ⊕ V (U0)/Ired

est un isomorphisme sur tous les points génériques on a finalement par la Proposition
3.1.18

eα(V (U0)/(Ired, π), Rψ(k, τ, ρ)/π)+eα(V (U0)/(I irr, π), Rψ(k, τ, ρ)/π) = eα(V (U0)/π,Rψ(k, τ, ρ)/π).

et donc

e(Rψ(k, τ, ρ)/π) 6 eα(V (U0)/π,Rψ(k, τ, ρ)/π)

ce qui termine la preuve.
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5.3.3 Fin de la preuve

Théorème 5.3.20. Soit k un entier > 2. Soit τ : IQp → GL2(E) un type galoisien et
ψ : GQp → O× un caractère continu telle que ψχ2−k

cyc |IQp∼ det τ .
Supposons que

ρ : GQp → GL2(F)

est soit absolument irréductible soit une extension non triviale de ω2 par ω1, où ω1, ω2 :
GQp → F× sont des caractères distincts avec ω1 6= ωω2.
Alors :

e(Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 µaut(k, τ, ρ).

Démonstration. Par la Proposition 5.3.6, on a :

eα(V (U0)/πV (U0), Rψ(k, τ, ψ)/πRψ(k, τ, ψ)) 6 µaut(k, τ, ψ).

Et on a :

eα(Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)) 6 eα(V (U0)/πV (U0), Rψ(k, τ, ρ)/πRψ(k, τ, ρ)).

par les Propositions 5.3.18 et 5.3.19.
On peut donc conclure.



Annexe A

Vecteurs de Witt

Soit p un nombre premier. Soient (X0, . . . , Xn, . . .) et (Y0, . . . , Yn, . . .), deux suites d’in-
déterminées et considérons les polynômes suivants (appelés “polynômes de Witt”) :

W0 = X0

W1 = Xp
0 + pX1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Wn =
∑i=n

i=0 p
iXpn−i

i = Xpn

0 + pXpn−1

1 + . . .+ pnXn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

On a le théorème suivant :

Théorème A.0.1. Pour tout Φ ∈ Z[X,Y ], il existe une suite (φ0, . . . , φn, . . .) d’éléments
de Z[X0, . . . , Xn, . . . ;Y0, . . . , Yn, . . .] et une seule telle que l’on ait :

Wn(φ0, . . . , φn, . . .) = Φ(Wn(X0, . . .),Wn(Y0, . . .)), n = 0, 1, . . .

Démonstration. Voir [32, Théorème 5].

Notons maintenant S0, . . . , Sn, . . . , (resp.P0, . . . , Pn, . . .) les polynômes φ0, . . . , φn asso-
ciés par le procédé du Théorème A.0.1 au polynôme

Φ(X,Y ) = X + Y (resp. Φ(X,Y ) = X.Y ).

Soit A un anneau commutatif et a = (a0, . . . , an, . . .), b = (b0, . . . , bn, . . .) des éléments
de AN. On posera :

a + b = (S0(a, b), . . . , Sn(a, b), . . .)

a.b = (P0(a, b), . . . , Pn(a, b), . . .).
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Théorème A.0.2. Les lois de composition définies ci-dessus font de AN un anneau
commutatif à élément unité, appelé l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans A,
et noté W (A).

Démonstration. Voir [32, Théorème 6].

Au lieu de considérer des vecteurs de longueur infinie, on peut se borner à considérer
des vecteurs (a0, . . . , an) à n composantes. Comme les polynômes φ ne font intervenir
que le variables d’indice 6 i, on en conclut que ces vecteurs forment un anneau Wn(A),
quotient de W (A), que l’on appelle l′anneau des vecteurs de Witt de longuer n. On a
W1(A) = A. L’anneau W (A) est limite projective des anneau Wn(A) pour n→ +∞.

A.0.4 Les applications V, r et ϕ

Si a = (0, a0, . . . , an−1, . . .) est un vecteur de Witt, on définit le vecteur V(a) par la
formule :

V(a) = (0, a0, . . . , an−1, . . .) “décalage”.

L’application V : W (A) → W (A) est additive. En effet, il suffit de le vérifier lorsque p
est inversible dans A. Or, l’homomorphisme

W : W (A)→ AN

qui fait correspondre à un vecteur de Witt a = (a0, . . . , an, . . .) l’élément de l’anneau
produit AN qui a pour cordonnées les Wn(a), transforme V en l’application qui fait
passer de (w0, w1, . . .) à (0, pw0, . . .).
Par passage au quotient, on déduit de V une application additive de Wn(A) dans
Wn+1(A). On a des suites exactes :

0→Wk(A) V
r

→Wk+r(A)→Wr(A)→ 0.

Si x ∈ A, on pose :
r(x) = (x, 0, . . . , 0, . . .).

On définit ainsi une application r : A → W (A). Lorsque p est inversible dans A, W
transforme r en l’application qui fait passer de x à (x, xp, . . . , xp

n
, . . .). On en déduit par

le même raisonnement que ci-dessus, les formules :

r(xy) = r(x).r(y), x, y ∈ A

(a0, a1, . . .) =
∞∑
n=0

Vn(r(an)), ai ∈ A

r(x).(a0, . . .) = (xa0, x
pa1, . . . , x

pnan, . . .), x, ai ∈ A.
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Supposons que k soit un anneau de caractéristique p (non nécessairement parfait). L’ap-
plication x→ xp est un homomorphisme de k dans k. Elle définit donc une application
ϕ : W (k)→W (k) donnée par la formule :

ϕ(a0, a1, . . .) = (ap0, a
p
1, . . .)

qui est un homomorphisme d’anneaux.

Théorème A.0.3. Si k est un anneau parfait de caractéristique p, W (k) est un p-anneau
strict d’anneau résiduel k.

Démonstration. Voir [32, Théorème 7].
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223, Soc. Math. de France, pp. 113-184, 1994.

[20] J.-M. Fontaine, Représentations p-adiques des corps locaux, Prog. in Math. 87, 249-
309, Birkhäuser 1991.
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